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Serez Berxstemy. Remarques sur |’interpolation 


Quelques remarques sur | interpolation. 


Par 


Serce Bernstern 2 Charkow. 


1. On doit & M. Runge*) la démonstration du théoreme fondamental 
puivant: 

Soit f(a) une fonction analytique réguliére sur le seqment AB de Vaxe 
réel; le polynome de Lagrange P(x) de degré n, qui se confond avec f(x) 
om n-+-1 points (neeuds) divisant le segment AB en n intervalles éqaux, tend 
nécessairemeni, pour n trés grand, vers la fonction f(x) sur une partie A’ B’ 
de AB, mais, en general, prés des extrémités A et B il ne tend vers aucune 
limite. 

La méthode de M. Runge ne parait pas applicable aux fonctions 
Mon-analytiques, cependant élle rend vraisemblable qu’en général dans ce 

8, les polynomes de Lagrange (Newton) ne tendront vers la fonction 
gar aucune partie du segment AB. Cette conclusion n’est pas tout a fait 
@xacte, et la discussion de cette question va nous donner un exemple de 
Vapplication des principes indiqués dans mon mémoire ,Sur Vordre de la 
meilleure approximation des fonctions continues“ (Mémoires couronnés et 

itres mémoires publiés par Académie Royale de Belgique, t. 4, 1912). 

Nous pouvons d’abord établir la proposition suivante: 

Soient P,,.1(x), Pa,-1(@), «++, Pa,-1(%),--+ des polynomes de La- 

ge de la fonction f(x) sur le segment AB, correspondant respectivement 

My << ++ <m, <--- nvuds équidistants; soient, de plus, P,,(a, «), 
P(x, «), ---, Pa(a,«), --- les polynomes de Lagrange qu'on obtient en 

joutant aux neuds équidistants encore un seul nvud arbitraire a du segment 
AB; si tous les polynomes P,,,-1(x) e P(x, a) restent bornés sur le segment 


n 
B, la fonction f(x) est analytique a Vintérieur de AB quand le rapport at 
k 


; . a F 
borné, elle est quasi-analytique quand le rapport n, west pas borne. 


*) Uber empirische Funktionen und die Interpolation zwischen Aquidistanten 
linaten. Ztschr. f. Math. u. Phys. 46 (1901), 8. 224. 
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En effet, pour fixer les idées, téduisons le segment AB a 01. On 
aura alors évidemment 
(fe) — Pag—1(0)) #(@ — 01) °* (= Pas) 





P,,(#, «) — P,,_,(2) = 


a (a —b,)---(@—b,,_4) 2 
ot b, = = te Cette différence étant bornée sur le segment AB, ona 
«(«— ~ : i) -++ (a—1) 
bit ’ Tea 
| f(@) P,,-1(@)|<€ 1 . 3 (2m, — 3)’ 
cn -~ a) ‘2 (nm, — 1) “ot 2(m, — 1) 
' 1 yi 1 P 
ou bien, en supposant «—~ |< i, —D ~* <q, (%—4 étant w 


entier pair), 
a7 a ee oe ee 
Fv C k / : k 
f(e) — P,,-1(@)!< 1-8-.- (@n,—8) 
in Bs2 ch 8—2) 
(m,-+4-+1)---(2n,— 8) 


ngp—A LT a 
< 2 ( ~ aad ) "=O. : t& 
~“\an, 41-2 ly 42m +2a—2 
L nm —A J 
1 
0 4 1 (5-2) ™-2 aah 
<C = g"- 
PEL i le 
——€ 


—c+e 
ol o= (3) <1. Pour achever la démonstration il suffit de se 


rapporter aux définitions du mémoire cité. 

2. Il est naturel de se demander & présent, si l’introduction des poly- 
nomes P, (x,«) dans l’énoneé du théoréme est vraiment essentielle. Pour 
répondre 4 cette question, nous allons établir un lemme préliminaire: 


Si f(a) est wne fonction continue sur 01, analytique*) sur une partie 


2 
pondant a (n,+1) neuds équidistants, fournissent dans un intervalle fixe 
i 
3 
On reconnait facilement qu’il existe des polynomes R,,(z) de degré , 


(> —¢, : + c) de ce segment, les polynomes interpolateurs P,,() corres- 


assez petit G —é + 8) une approximation égale ad o"*, o& 9 <1. 


tels que sur tout le segment 01 on ait | f(z) —R, (2)| < fas &, tendant 


vers 0 avec > et de plus dans un_ intervalle (+ — ¢, bs +c’), of 
. 2 
e<e, |f(z)— R,,(x)| < ef avec e, <1. 


*) On a évidemment une proposition analogue (mutatis mutandis) pour les fone- 
tions quasi-analytiques. 
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Par conséquent, si P, (x) est le polynome interpolateur en question, 
on a 


t= ny 
P,, (2) — R,,(@) = s(z) > Ai 


& (-Ho(i) 


oi S(z) = 2x (x -- =) vee (7— >), |A,|<«,, et de plus | A,|< 97 lorsque 
; — <e’. Or, posons z— ; 


impair); dans ces conditions 


<d= an <c (n,— 4 éant un entier 
5 


i. |. S(z) oe 8:8: 5:3-8---— 8 


° a ° t ** — st 0” 
(x- ~)s ( ) t! (m, #)! 2" 
n, ", 


4 (m, + 4)! (m, — a)! 


i! (n,— 4)! (mE ‘1 (™— — ramet 


2 2 

neta np—A 

(sr *) 2 ("* —*) 2 i \ 1 

= em. 2 os | (y+ a)" +4, — aye-4 2 

<CYm, 3 ny —i = Cy a Pere gen 

(nm, — 4) (m+ hy" *" (nm, — h)** : 
“ae! i h hk. , 
g -—— <= | om * . Bg Sy” 
oak be ) Done, pour 2° 


nk 


- 1+2d 1-207 
H,< Cyn, [a+ 20) ' a’. _ 20) . | ; 
(1 ae +? — get ™ 





et, pour toute valeur i, 


= _ mn 
H,< Cyn,|(1 + 28)'+26(1- 2)'—-24]8 
Faisons ensuite 0 assez petit pour avoir 
1 


o,[(1 + 26)'+ #4 (1—2d)'-*4]2 < p< 1, 


1 
E: 4 gat 24 (y 2a <e 


(1 + Qe tI (4 S @c')i—2¢ 


; »@ +9) on a 


Par conséquent, dans |’intervalle (3 16,5 
P,,, (2) — f(2)| < (mn, +1)CYn, e™ + oe <6 (e<1) 
ce. q. f. d. 
Il résulte de ce lemme que si nous construisons une fonction f(x) 
pour laquelle les polynomes considérés P(x) de Lagrange tendent vers 


*) On obtient la derniére inégalité en se servant des formules 


V2an 


1 1 1 
n+ -n —— +> -tA 
2e <ni<Y2an 2e elfn, 
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f(z), sans fournir une approximation de l’ordre 9" (g@ < 1) pres du milien 
du segment, la fonction f(x) ne sera pas analytique (ni quasi-analytique) 
au milieu du segment. Or, il n’est pas bien difficile de construire une 
telle fonction. A cet effet, posons 


’ 1 \ 
S,, (2) = x(a — = eee (2 — ) ‘ 


4@)" 4 : ==! 
Q,(2) — “9 $.(2)- 2? (1—2)? 


(1) f(z) = Q(z) + (2) + V2 (x) 4s es, 
Il est clair que les polynomes 
Q(x), Go(x) + Qy(%), Qo(w) + U(x) + Qy(x) ete. 


seront les polynomes interpolateurs de Lagrange, correspondant a la sub- 
division successive du segment 01 en 4, 8, 16 etc. parties égales. II suffit 
de montrer que la série (1) converge sur tout le segment 01, sans satis- 
faire & la condition du lemme. Or, 


S.(2) < 2ane—*[2*(1 —2z)'-*)/ x? (1—2z)? 


doit ; 
fn+1_| 3 n— 
f 2 u| #+., ets 
Q,(x)\ < , lw *(l1—a2)? | 
' n n-* 
. 3 k , 
Maisa@ *(1—z)*  atteint son maximum pour z= , , puisque, en 
posant 2z—1—vy, on a 
+ 1 3 p 
rT> 4 . 
logiz *(1—z)? j= (1 + >) log (1+ y) + (1— ¥) log (1 -y) — 2 log2 
«eee . Se (n—1)y" _ 
eT 6 15 n(2n 1) 


ce qui prouve que le maximum est atteint pour y = 0. 
P 8x a , 
Par conséquent, | Q(x”)! < = et la série f(x) est absolument et um- 
formément convergente sur tout le segment 01. D’autre part, pour 
1 1 
t—s.t3 
‘ l | 7 . ™ k 
(4 Ais Vs ,(“) - G4, (2) soe] ae 1Y,(2)| e. » 


oa & est un nombre positif qui ne tend pas vers 0. Done, pour x = 
la fonction f(x) n’est pas analytique. 

On voit ainsi que la restriction que nous avons df introduire dans 
l'énoneé du théoreme (1) est vraiment essentielle. 
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Il serait intéressant d’étudier ces fonctions qu’on pourrait appeler 
newtoniennes a cause de la convergence de |’interpolation entre coordonnées 
équidistantes qui les rapproche des fonctions analytiques ou tayloriennes. 
3. Sans nous ‘arréter plus longtemps sur les conditions de conver- 
gence de la formule d’interpolation entre coordonnées équidistantes, bor- 
nons-nous & la considération d'un exemple tout a fait élémentaire de 
divergence en tout intervalle du segment considéré. C'est le cas de la fonc- 
tion 2 sur un segment (—h, +h). Prenons, par exemple, le segment 
(—1, + 1). Construisons le polynome de Newton P,,(x) de degré 2n. On 
aura, évidemment, 
— («+ 1) SA et (2-3) (2- =) 


a n n 


(2) P,,(z)=1 + + J , 


1 he 4 (1 \ete 
i=1 m--t ( ) 
n n 


ot A,,, est la différence d’ordre (n+) de |x|, pour =——1, les ac- 


‘ ae oer P _. - , , . 
eroissements finis étant égaux 4 —- Donec, d’aprés la formule connue 


pour le calcul des différences successives, on a 


\—1 . i—2 (n-+a(n+%4— 1) 
— 2! ~*.. nt = =" 
4,4:= 4 n n (n+%) + n 2 


et, apres quelques transformations élémentaires, 


4 


rd eae 
a (~— t¥-2" (n-+-4 2)! 
até ‘ (¢—1)!n! 


Par conséquent, P,, (2) = — 2x 


7 1)°~ + "+4 . 1 é—12' 
42S . . / — -(a+1)- 2 (2— )--+ (@ - }) 
fd (Nn + i) (n+ 4 —1)- mI (2 1)! n n 

1 


A cause de la symétrie de |x| 
les valeurs négatives de x et nous remarquons alors que tous les termes 
sous la somme sont de méme signe. Donc, pour,reconnaitre que | P,,(z), 


croit au dela de toute limite dans tout intervalle, il suffit de constater 


que le seul terme 
2 1 n—1 
n n 


nous pouvons nous borner a considérer 


1,(2) = 2n(2n — 1) n!(m—1)! 
— ms vi 1 
croit indéfiniment avec ». Or, en posant 2 = — ~~ s,? om ® 
1/1 f , > 4 £9 \ 1 
(E49) aE G4) 41-4) 


lI (z 4 
i +a\ ) (2n —1)- (nl)? 
2z2 
—i—i1)!(n+4—1)! e* 
, a )i(n+ of 


“i 8n-(n!)* 8n* 


~ 
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t : ez 
ou bien |I.(2)| > gas 
ce qui démontre notre assertion. 

4. On doit également & M. Runge la remarque importante qui si l'on 
condense convenablement les nceuds prés des extrémités du segment, 
interpolation converge sur tout le segment pour toutes les fonctions 
analytiques. Pour des fonctions quelconques le probleme de la convergence 
peut étre abordé comme il suit: soit f(x) la fonction donnée et P,(x) son 
polynome d’approximation sur le segment considéré: on a 


E,, = Max |f(z) — P,(z). 


Si R(x) est le polynome de Lagrange, correspondant aux nouds 


Gy, %,**+, a,, et A,, (x) = (a@—ay) ---(%—a,), on aura 


i=" 


R,(2) = Ay41(2) > geet, + Pre. 


— a,) Ay 1 (2) 


i=0 
Done, 
R r) _ E ~~ A, 41@) E 
f(#) — B(@)\ < 6 (2 — a;) A, , ,(@,) T 4, 


Ii s’agit de déterminer le polynome A, ,,(z), pour lequel 


i=n A, A 1) 
p> | (@—a) 4, s@) 
i=0 
soit aussi petit que possible pour toute valeur de x sur le segment considéré. 
Sans résoudre la question, nous remarquerons que ce minimum est de Vordre 
de logn et qu’en particulier, cette somme est de l’ordre de log pour 


A, ,,(%) = cos (m +1) arecos 2. 


On a donc \f{z) — R,(2)| < kE, log n, 
oi & est une constante fixe, si A,,,(~%) = cos(m-+ 1) arccos z. 

Pour la démonstration on pourra consulter*) les pages 54—56 de 
mon Mémoire ,Sur l’ordre de meilleure approximation etc.“ (Publié par 
YAcadémie de Belgique, t. 4, 1912). 

Remarquons ainsi qu'il est possible de distribuer, les neeuds de 
sorte que l’interpolation converge pour toute fonction satisfaisant a une 
condition de Dini-Lipschitz, mais il n’est pas possible de donner une 
distribution valable pour l'ensemble de toutes les fonctions continues. 


*) Voir aussi D. Jackson, ,On the accuracy of trigonometric interpolation“. 
Transactions of the American Mathematical Society 1913. 
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5. Examinons encore la question de la convergence des polynomes 
de Lagrange a Vextérieur des points d’interpolation ou, en d’autres termes, 
la question de l’extrapolation. 

Il est toujours possible de prolongér la fonction f(x) a l’extérieur du 
segment (— 1, + 1) et de supposer que f(z) — P(x) = «,(z) tend encore 
vers 0 sur une partie extérieure 4 ce segment. Pour que l’extrapolation 
soit possible, c’est-a-dire, en conservant les notations du numéro précédent, 
pour que f(x) — R,(a) tende vers 0 a l’extérieur du segment (— 1, + 1), 
il sera nécessaire et suffisant que 


B(2) = A,.:(@) > gata 


tende vers 0 a l’extérieur du segment. Pour étre dans les conditions les 
plus favorables d’extrapolation, il faudra déterminer le polynome 4A, , ,(z) 
par la condition suivante: il faut choisir les racines a,, a,,---,@, de A, ,,(x) 
par la condition que si on considére tous les polynomes B,(x) pour lesquels 
B,(a,)| <1, la plus grande valeur M qu’ils peuvent atteindre en un point 
extérieur x soit aussi petite que possible. Il est aisé de voir qu’on devra 
prendre A, ,,(x) = Y1— 2*- sin m arccos z. 

En effet, les points a, étant donnés, on voit que le polynome B, (x) 
qui en un point extérieur x prend la plus grande valeur M sera donné 
par l’expression 


2\ ; a 
(3) B(x) = A, 41(@) > z—a,) A, ,(a) 


Par conséquent, si A, ,,(7) = V1 — 2 - sin n arccos z, on aura 
B, (a) = cos n arceos 2; 
dione, en des points a, de (— 1, + 1) différents des racines de 
V1t— 2*- sin » arccos « = 0, 


B,(a,)| resterait inférieur 4 1, de sorte que le polynome (3) relatif a 
ees points a, conduirait au point # @ une valeur supérieure a MM. 
Les neeuds étant ainsi choisis, on a, par conséquent, 


|B, (2)| < 42[ (e+ Vat — 1)"+ (@—Ye*— 1)'], 


si f(z) — P.(x)| < E, sur (—1, +1). 

Done, pour qu’une fonction f(x) soit extrapolable a Vextérieur de(—1, +1), 
quel que soit n, il suffit qwelle soit analytique; pour qu'elle soit extrapolable 
pour une infinité de valeurs de n, il suffit qu'elle soit quasi-analytique. Na- 
turellement, pour ces fonctions, l’extrapolation pourrait se faire également 
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avec d'autres nceeuds*), et on retrouverait nécessairement la méme fonction, 
& cause de l’unicité du prolongement analytique et quasi-analytique. 

6. Mais il est intéressant de rechercher, s'il existe d'autres fonctions 
extrapolables que les fonctions analytiques et quasi-analytiques. On a, a 
cet égard, une premiére proposition que voici: 

Si les polynomes interpolateurs de Lagrange R,,(x), R,,(x), «++, Ray (2) 
de la fonction f(x) relatifs respectivement a des nouds 


(aj, af, ---, a), (ab, at, -+-, ah) ete. 
du segment (—1, +1), restent bornés- dans une certaine partie extéricure 
au segment; s'il en est de méme des polynomes R, (x, «) qu'on obtient en 
‘ , k : . . 
ajoutant wn neud arbitraire « du segment (—1, +1), la fonction f(x) se 


yrolonge analytiquement ou quasi-analytiquement dans cette partie extérieure 
} yeig ] yliq 
‘ Ny L4 ‘ 
suivant que reste borné ou non. 
n, 


En effet, 


ss k) a (k) (k) 
a @,°)(2— ay’) --- (| 2£—ae) 
\ + . 0 i ny/ 
R, (a, «) — R,. (x) = (fie) —R : ~ * 
¥\% ¥ a, \%) (/ ¥ ny \@ - — a) (a — alt)... (a — a?) 
0 E i ny 
Par conséquent, en supposant, pour fixer les idées, z > 1, on a 
f(«@) — R,, («) <Q" 
.. 1 “ U 2 2 ; 
si l'on prend —~ Se et | , = 9; done f(a) est analytique dans le 
Zz—1i= c+ ba ‘ 


voisinage de xz = 1. 

Ici, comme dans le cas de l'interpolation équidistante, nous sommes 
amenés 4 introduire les polynomes ft, (x,«), si nous voulons retrouver 
les fonctions analytiques. En rejetant ces polynomes R,,(a, «) additionnels 
nous nous trouvons devant la question suivante: quelles sont les fonctions f(x) 
jouwissant de la propriété de pouvoir étre indéfiniment approchées sur un 
segment ABC par des polynomes P(x) de degré n qui se confondent en 
(m+ 1) points de Vintervalle AB du segment ABC avee la fonction f(x)? 

Les fonctions analytiques, nous l’avons vu, jouissent de cette propriété 
(pourvu que la partie BC ne soit pas trop grande); de plus, cette propriété 
disparait, en général, si la fonction n’est pas analytique ou admet une 

q singularité au point B. Il est certain néanmoins que cette propriété peut 
se rencontrer chez certaines fonctions non-analytiques qui forment ainsi 
une nouvelle classe de fonctions qu'on pourrait appeler extrapolables. En 
voici un exemple: Soit une série convergente pour |z|< 1 


f(a) = > A,S, (2) 


*) Les neeuds indiqués auraient seulement l’avantage de fournir une extra- 
polation dans des points de l’axe réel aussi éloignés que possible. 
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n 
ae sin 2” arccos x 
ot Si(z) = (A. sont des constantes). La somme S A, S, (x) 
y V1 et Po “a “a n 
0 


est un polynome de degié 2"— 1 qui se confond avec f(x) en 2” points 


kx (k+1)2 k+2"—1 
208 -+ +, CO 
COS 41) C8 a> , cos saeii @ 


kx . (kK—1)zx , : , . 
du segment {cos ,, sin = ) qui, quel que soit /, n’occupe qu'une 
“ts 2 


” 


partie du segment (—1,+1). Parmi les exemples de fonctions extra- 
polables nous pourrions indiquer aussi la fonction de Weierstrass*) sans 
dérivée. Mais il sera impossible, en général, de faire tendre vers 0 la 
partie du segment od se trouvent tous les nceeuds donnés. En effet, si le 
polynome de Lagrange de degré donné m, tendait dans ce cas vers un 
polynome limite, ce serait nécessairement le polynome de Taylor, et la 
fonction serait analytique (en admettant que les degrés de ces polynomes », 


i, 
. k+? P . . - . se 
soint tels que reste borné) ou tout au moins indéfiniment dérivable 
n 


et développable en série de Taylor, dont la sommation pourrait étre faite 
par groupement de termes. : 

7. Abordons, enfin, une question connexe aux précédentes, celle du 
calcul approché des intégrales définies. Les géométres qui se sont occupés 
de cette question snpposent, en général, anajytique la fonction sous l’inté- 
grale, et c’est en partant de cette hypothése et em faisant intervenir les 
dérivées successives qu’ils obtiennent des bornes supérieures de |’erreur 
commise. Or on peut dans la méthode de Gauss et ses diverses générali- 
sations rejeter cette restriction et obtenir tres simplement une borne supé- 
rieure de l’erreur qui méme pour les fonctions analytiques sera, en général, 
plus précise que la borne qu’on obtient en faisant intervenir les dérivées 
successives. En effet, soit 


I =| f(a)dz 


l'intégrale & calculer, od f(x) est une fonction continue, et soit KE, f(x) 
la meilleure approximation de f(z) au moyen d’un polynome de degré » 
sur ab. Ecrivons f(x) = P,,,, (x) + [f(«) — Pe, 41(@)], ou Py,4,(@) est le 


polynone d’approximation de degré (2n-+ 1) de f(x). Ceci posé, pour cal- 


*) Voir le § 7 de mon article ,Sur la valeur asymptotique de la meilleure ap- 
proyimation des fonctions analytiques“ (en russe). Communications de la Soc. Math. 
de Kharkow, t. 13. 























Serce Beansrein - 


10 





euler l’intégrale I, appliquons le procédé de, Gauss, en désignant par J, ,, 
la valeur approchée 


Tn 41 - > Af) 


ov a, sont les racines du polynome de Legendre de degré (n+ 1) et A, 
les coefficients de Gauss jouissant de la propriété fondamentale que 


<= , tt ttt , 
> Aa ae TS (si OS Kk 2n+ 1). 
f=ad+i d 
Done, - A, Pn. (@) =| Py,,41(@) da, 
t=0 a 
et par conséquent 
I—1,,,=f f@az— >) f(a) 
a #=0 
b i=n 
> . . . 
— f (f(2) — Pens (@)) dx — >" A,[f(@,) — Pra 41(@)]- 
a 1=0 
D’oa ° 
(4) I— I, 43|<2—a) E,,,,f(@), 
ear > |4|=b—a. 
#=0 


Notre inégalité montre que le procédé de Gauss est applicable a toutes 
les fonctions continues. Appliquons aussi |’inégalité (4) & une fonction 


analytique. Soit a 


* da 
1= f =, — 1082. 


—1 


D’aprés la formule (6) de mon article ,Sur la valeur asymptotique 
de la meilleure approximation etc.“ (Bull. de YAcadémie de Belgique, 
1913, No. 2), on a 

1 1 
E = 1 
a 8(3+ 272)” 
Done, ici 


1 
(D) Bu J l< ‘ 
n+ii™ P @\2n+1 
2(3+2/2)'** 
L’évaluation bien connue de |’erreur d’aprés M. A. Markoff*) donnerait 
g?*+8 


I—1y1.™ (2m + 8)! 


1-2---(m+1) \? = (2n+2) 
n+ 2)-- -(2n+ 2)) [log (3 «)] ’ 


*) Voir, p. ex. Encyklop. der math. Wissenschaften II A 2, p. 125. 





ou 
(6) 
et 
plu 
suf 


TT 


dit 


nr 


et 


¥ 





1). 






















Remarques sur |’interpolation 


on |x| <1. On aurait done 
7 “. 2 1-2---("-+ 1) Pr = 

(¢ T— Iny1 < gap eaeto late aede) Qn. 42"t2? 

et on voit immédiatement que le second membre de (5) est beaucoup 
plus petit que celui de (6). L’inégalité (5) montre, en particulier, qu'il 
suffit de prendre » = 5 dans la formule de Gauss pour avoir déja une 


erreur inférieure a a (Vinégalité (6) donnerait dans les mémes con- 
ditions = ): 
10° 
On arrive & une inégalité équivalente pour la méthode d’Hermite- 
Tchebycheff dans le cas de l’intégrale 


+1 
_ {* f(a) dx ’ 


H = 
J Vi-—z 
oh 


On a, d’aprés Hermite, la valeur approchée de H, 


H,= ~ p> f(a,) } (4,— cos “—* x) : 


/ 


et par un raisonnement analogue au précédent on obtient 


+1 i=n 
P f(a) — P,,,_,(@)| dz he 
H— H,— {' don ha 2S Fa) — Pras (a), 
-1 


Vi— 2? | 
dou 
(7 : H — H,\ < 2aE,,_,f(@). 
8. Les conclusions sont moins satisfaisantes pour le calcul des inté- 
grales par la méthode de Cotes. En effet, soit 


Cry AofO) + Af (5) + +++ + 4,f(1) 


la valeur approchée de |’intégrale 
1 
C =| f(x)dz, 
0 


oi A, sont les coefficients de Cotes. En vertu de la propriété de ces 
coefficients, on a C,,,— C, si f(z) est un polynome de degré non supé- 
rieur & m. Par conséquent, 


C—C,4:—f f@) — P,@)lax — > A,[fla) — P.@)], 


é=0 
done Deed ‘ 
(8 \C— C, 411 < E,f(2) | > | 4 +1). 
Lé=0 
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Tant que » nest pas tres grand, on a A,;>0O, et par conséquent, 


S|A,| = 1. Dans ce cas, la formule de Cotes qui est d'un emploi facile 


n'est pas & dédaigner, car on a alors (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9) 
Q(bis ’ - OR fl: 
(8) ( C..1| < 2£,f(2). 


Ainsi, en faisant n = 9 pour calculer l’intégrale 


. dz da 
| j log 2, 
J &-—2Zz - l+- =z 2 
1 0 
—— { 1 1 
on commet une erreur inférieure 4 »= 19 = ta" 
(3+ 272 2(3+2y2) 10° 


Mais, si » croit indéfiniment, il est probable que >| A,| croit indé- 
finiment; il peut done exister des fonctions pour lesquelles, la formule de 
Cotes serait inapplicable pour » tres grand. [I] ne serait pas sans intérét 
d’étudier d'une facon détaillée cette question qui est étroitement liée a la 
question de la convergence des polynomes de Newton. 


Semerkung der Redaktion ° 

Vorstehende Arbeit ist im Juli 1914 bei der Redaktion eingelaufen. Zur Er- 
klirung ihres verspiteten Erscheinens diene folgendes: Das Manuskript enthielt zahl- 
reiche sinnstirende Schreibfehler und Ungenauigkeiten. Einer dieser Fehler schien 
einen wesentlichen Teil der Ergebnisse in Frage zu stellen. Da der Verfasser wegen 
des Krieges nicht zu erreichen war, blieb die Arbeit deshalb liegen. Erst eine neuer- 
liche Priifung ergab, daB sich die Liicke ohne erhebliche Anderungen ausfiillen lie’ 
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Uber zwei neue projektive natiirliche Geometrien. 
Von 


H. Berurwer in Bern. 


§ 1. Abszissen- und Ordinatenwinkelsysteme. 


Wir legen in der Ebene ein eigentliches (nicht in einen Punkt oder 
eine Gerade ausgeartetes) komplexes Dreieck A,A,A,, in dem den Ecken 
A,, A,, A, die Seiten a,,a,, 4, gegeniiberliegen, und drei voneinander ver- 
schiedene komplexe Zahlen 2z,, z,, 2, zugrunde und weisen in jedem Grund- 
gebilde der Ebene, dessen Triger ein Punkt P oder eine Gerade g ist, den 
drei Elementen PA,, PA,, PA, bzw. ga,, ga,, ga, der Reihe nach die 
drei Grundzahlen z,, z,, 2, als Abszissen zu und jedem weiteren Element s 
von P bzw. Q von g diejenige Zahl z als Abszisse, die sich aus der Glei- 
chung zwischen den Doppelverhiltnissen 


(1) 4+; "4 == (PA,, PA,, PAs, 8) baw. =(ga,, ay, gas, Q) 
Pe “oe Pe 2. 

ergibt, also 

Dp) ‘ 2, (2, — 2g)(PA, . PA, , PAy, 8) + 2, (23 — %) 

“ - 2, —2,)(PA,, PA,, PA,, 8) +(e, —#,) 

bzw —— Cy (Z, — Zs) (9a, , 9G,,9%,, VY) + Z, (25 — 2, . 


(2, — 25) (9@,,94,,94,,Y) +2, —é, 

Es wird somit jedem Grundgebilde der Ebene, das keine Seite bzw. Ecke 
von A, A,A, enthilt, ein eigentliches Abszissensystem zugeordnet, in dem 
durch jede Abszisse ein Element des Gebildes und umgekehrt eindeutig 
bestimmt wird; hierbei sind nach (1) alle komplexe Zahlen, deren abso- 
luter Betrag unendlich groB ist, die Abszisse eines einzigen Elementes 
und also als eine Zahl anzusehen. In einem solchen Abszissensystem ent- 
spricht, wie leicht einzusehen, einer stetigen Anderung der Abszissen eine 
gleichfalls stetige Anderung der Elemente und umgekebrt. Einem Grund- 
gebilde aber, das eine Seite a, baw. Ecke A,(A=—1, 2, 3) von A,A,A, 
enthalt, wird nur ein wneigentliches Abszissensystem zugeordnet, in dem 


jedem von a, bzw. A, verschiedenen Element eine und dieselbe Abszisse, 
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nimlich z, entspricht, wahrend die Abszisse von a, bzw. A, unbestimmt 
ist. In den Grundgebilden endlich, deren Trager die Ecken oder Seiten 
von A, A, A, sind, ist die Abszisse eines jeden Elementes unbestimmt. 

Wir kénnen aber auch anstelle der drei Zahlen z,, z,, 2, drei in bezug 
auf mod x voneinander verschiedene komplexe Winkel o,, @,,@, zugrunde 
legen und sodann in jedem Grundgebilde, dessen Triiger ein Punkt P oder 
eine Gerade g ist, den drei Elementen PA,, PA,, PA, baw. ga,, 943, 9a, 
der Reihe nach @,, @,, @, als Ordinatenwinkel zuweisen und jedem weiteren 
Element s von P bzw. Q von g denjenigen bis auf additive ganze Viel- 
fache von x eindeutig bestimmten Ordinatenwinkel @, dessen Tangens sich 
ans (1) oder (2) ergibt, wenn darin z, — tg @, (A= 1, 2,3) und z= tgo 
gesetzt wird. Arialog wie vorher wird jetzt jedem Grundgebilde, das keine 
Seite bzw. Ecke von A,A,.A, enthilt, ein eigentliches und jedem nur eine 
Seite a, baw. Ecke A, enthaltenden Grundgebilde ein uneigentliches Ordi- 
natenwinkelsystem zugeordnet, und in den von den Ecken oder Seiten ‘von 
A, A, A, getragenen Grundgebilden ist der Ordinatenwinkel eines jeden 
Elementes unbestimmt. 

Es ist nun klar, daB das in der projektiven Geometrie giiltige Gesetz 
der Dualitét auch noch fiir solche Eigenschaften gilt, die sich auf die 
Abszissen oder Ordinatenwinkel beziehen, da das Grunddreieck und die 
Grundzahlen bzw. Grundwinkel, durch welche den Grundgebilden die Ab- 
szissen- bzw. Ordinatenwinkelsysteme zugeordnet werden, in bezug auf die 
Punkte und Gerade der Ebene in symmetrischer Weise genommen sind. 

‘Sind nun 2’, 2’ die Abszissen (Tangenten der Ordinatenwinkel o’, a”) 
zweier Punkte P’, P” oder zweier Geraden g’, g” in dem der Verbindungs- 
geraden P’P” bzw. dem Schnittpunkt g'g’ zugeordneten Systeme und 
x, 2," baw. &,', &,” (A =1, 2, 3) die homogenen projektiven Dreiecks- 
koordinaten*) von P’, P” bzw. g’, g", so ist 


3 3 
2 (Fass 4242) 4a(i #2) > (Fass — “242) 428%: 8) 
(3) “= = rat bzw. ga , (8) 
> (4141 — 42+3)(#i * #2) D(44:— 242) BED 
4z1 4=l1 


wo hier wie iiberall im folgenden anstelle der Indizes 2 + 1, 4 + 2 ihre 
kleinsten positiven Reste (mod. 3) zu setzen sind; und 2” erhalt man 
hieraus durch Vertauschung von z,' mit 2,” bzw. &,’ mit &,”. Ferner ist 
dann, falls P’P” keine Ecke bzw. g/g” keine Seite von A, A, A, enthiilt: 


*) Hier und iiberall im folgenden, wo von Dreieckskoordinaten die Rede ist, 
sollen das Fundamentaldreieck des Koordinatensystems unser Grunddreieck A, A, A, 
und der Fundamentalpunkt und die — Gerade Pol und Polare in bezug auf A, A, A, sein 
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(4) oz —7a2 lw. ef == # (4=1,2, 8), (4’) 
wo @ von 4 unabhangig und im Falle der Ordinatenwinkel in (3) und 
(4) 2, = tg @, (A= 1, 2, 3) m setzen ist. Sind ferner ein Punkt P und 
eine Gerade g inzident, 7, und £, (4 = 1, 2, 3) die homogenen Dreiecks- 
koordinaten von P und g, und ist z die Abszisse (der Tangens des Ordi- 
natenwinkels) von P in dem g zugeordneten Systeme, so ist 


4 


g g 
ae 1 42% 
A=1 


(5) z=— , 0&2, ys (2— 2;) i414 — #49) (4=1, 2,3). 
2,62 


MMe 


A=1 


Vermége des Dualititsprinzipes folgt nun aus (5): Sind P und g in- 
sident, so ist die Abszisse (der Ordinatenwinkel) von P in dem g zuge- 
ordneten Systeme gleich der Abszisse (dem Ordinatenwinkel) von g in 
dem P zugeordneten Systeme. 

Sind von den Ecken und Seiten von A,A,A, und den Grundzahlen 
(Grundwinkel) entweder alle reell oder nur eine Ecke A,, ihre Gegen- 
seite a, und die Grundzahl z, (der Grundwinkel @,) reell, A,,,,A,,, und 
1) %y_ UNd 4, , 4, 2,49 (@,,1, 9,49) konjugiert imaginir, so entsprechen 
dann und nur dann in den Systemen, die reellen, keine Seite bzw. Ecke 
von A, A, A, enthaltenden Grundgebilden zugeordnet sind, konjugiert ima- 
ginéren Elementen stets ebensolche Abszissen (Ordinatenwinkel) und um- 
gekehrt, also speziell reellen Elementen reelle Abszissen (Ordinatenwinkel} 
und umgekehrt. Ferner wird dann in jedem reellen, keine Seite bzw. Ecke 
von A, A, A, enthaltenden Grundgebilde einer der beiden Sinne durch das 
Abszissensystem (Ordinatenwinkelsystem) als der positive festgelegt, nim- 
lich derjenige, in dem die Abszissen (Ordinatenwinkel) wachsen. Bewegt 
sich nun ein Grundgebilde in der Ebene, so fndert sich sein positiver 
Sinn dann und nur dann, wenn der Traiger des Grundgebildes eine und 
nur eine Seite bzw. Ecke von A, A, A, durchschreitet. 


§ 2. Zwei projektive MaBgeometrien. 

Die durch Zugrundelegung eines beliebigen komplexen Dreiecks A, A, A, 
und dreier komplexer Zahlen z,, 2,, 2, oder Winkel o,, @,,@, den Grund- 
gebilden der Ebene zugeordneten Abszissen- bzw. Ordinatenwinkelsysteme 
fihren nun zu je einer MaSgeometrie, in der nach § 1 das Gesetz der 
Dualitét auch noch fiir die metrischen Eigenschaften gilt. 

Wir definieren namlich die Entfernung zweier Punkte P’ und P’ 
und den Winkel zweier Geraden g’ und g” als die Differene der Abszissen 
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c und 2” (Ordinatenwinkel o' und @') von P’ und P” in dem threr Ver- 
bindungsgeraden P’P” baw. von g und gq” in dem ihrem Schnittpunkt g‘g” 
gugeordneten Systeme, also P’P” = 2° — 2 (=o —o@’) und XK gp" = 2" — 7 
= «@’ —«'); hierbei sind die nur bis auf additive ganze Vielfache von z 
eindeutig bestimmten reellen Komponenten der Ordinatenwinkel simtlich 
in einem und demselben Intervall von der Liinge 2, also etwa zwischen 


—_ wd (exkl.) und = (inkl.) zu nehmen. Es ist also sowohl in der Abszissen- 


als auch in der Ordinatenwinkelgeometrie die Entfernung zweier Punkte, 
deren Verbindungsgerade durch keine Ecke von A, A, A, geht, stets auch 
dem Vorzeichen nach eindeutig bestimmt und von Null verschieden, Nur 
die Entfernung zweier von A,, A,, A, verschiedener Punkte, deren Verbin- 
dungsgerade durch eine Ecke A, geht, ist gleich Null, und die Entfernung 
zweier Punkte, von denen der eine eine Ecke A, oder deren Verbindungs- 
gerade eine Seite a, ist, ist unbestimmt. Die durch A,, A, oder A, gehen- 
den, von 4,, 4,, a, aber verschiedenen Geraden sind also Minimalgerade. 
Das dazu Dualistische gilt von den Winkeln. Sind nun z,’, x,” (4 = 1,2, 3) 


die Dreieckskoordinaten von P’, P”, so ist nach (3) in der Abszissen- 
geometrie 


P’P* a 2” 
(id) ig - 
3 3 ’ ’ 
Hevss—*..) IE — 2 
’ 7 7 x 
n=} 4 1 4+! a+?2 
V- " ie” as \/- ; Capt ae, ” ts 
dad "itl 5 42)(% +7) - SS (Fn41— Ai 42) (8241 2 M241) (i424) 
4=1 4=1 


und in der Ordinatenwinkelgeometrie, wenn zur Vereinfachung tg o, = z, 


~ 
‘ 


(A=1, 2,3) gesetzt wird: 


(8) P’P” = a” — a’ 
q 5 , 3 x’ ; tas 
— TT 041 —*.43)- No - 3") 
te n=) a=1\“24+1 "Lee 
= arceg 3 3 
vy Se 2. (2 
j ai 1 a+2) Az Ti)- al 1 a+2)? (®; 1 | 1)(%2 42 ©, +2) 
A=l 4=l 
1 SW, fev ya! Ny, : i ee ~ pee” 
I PA re £2 42)(47*%)- S(% i” “242)(% 1° 241) (“%142' M42) 
A=1 A=1 


Die Ausdriicke fiir den Winkel g‘g” erhilt man hieraus, wenn anstelle von 
x,, 2," die Linienkoordinaten &,’, §,° von g’, g” gesetzt werden. 
Die so definierten Entfernungen und Winkel sind ebenso wie die 


Abszissen- und Ordinatenwinkelsysteme selbst gegeniiber allen eigentlichen 
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Kollineationen und Korrelationen invariant, welche die Ecken und Seiten 
des Grunddreiecks A,A,A, in Ruhe lassen bzw. die Ecken von A, A, A, 
in die Gegenseiten iiberfiihren; und zwar sind diese Kollineationen und 
Korrelationen in der Abszissengeometrie stets und in der Ordinatenwinkel- 
geometrie im allgemeinen die einzigen, gegentiber denen die Entfernungen 
ond Winkel: invariant sind. Diese Kollineationen und Korrelationen sind 
also als ,,Bewegungen“ bzw. ,korrelative Bewegungen“ (die eine Strecke 
in einen ihr gleichen Winkel itiberfiihren) in der Ebene anzusehen. Nun- 
mehr sollen in beiden Geometrien zwei Strecken P’P” und P’P” oder 
zwei Winkel g’g” und g’7” kongruent genannt werden, wenn sie durch 
eine ,,Bewegung’ zur ,,Deckung“ gebracht werden kénnen, wenn also 
¢=F und 2” =2”" (o' =0' und @” =o" mod. 2) ist, wo z’, 2” die Ab- 
szissen (@', wo die Ordinatenwinkel) von P’, P” im Systeme von P’P’ 
bzw. von g,g” im Systeme von g’g” and 2’, 2” (@', w”) diejenigen von 
P’, P” im Systeme von P’P” bzw. von 7’, 7” im Systeme von g’g” be- 
deuten. Vom Begriffe der Kongruenz ist derjenige der Gleichheit zu unter- 
scheiden. Zwei Strecken P’P” und P’P” oder zwei Winkel g’g” und 7'9” 
sollen naimlich nur gleich, nicht aber kongruent genannt werden, wenn 


” , tr , oe o 


po — 2 =F" — 7 (@” —o' =o" —o mod. 2), nicht aber 7 =?’ und 2” =2 
(o'=o' und @” =o" mod. z) ist, wenn also nur die Entfernungen P’ P” 
und P’P” bzw. die Winkel g’g” und g’g” einander gleich sind. Dement- 
sprechend sollen nun zwei Polygone kongruent oder nur gleich genannt werden, 
wenn je zwei homologe Seiten und zugleich je zwei homologe Winkel derselben 
kongruent bzw. nur gleich sind, Analog sind die Begriffe der ,,korrelativen 
Kongruenz und Gleichheit“ einer Strecke mit einem Winkel zu definieren. 

Die Summe der Seiten und Winkel eines geschlossenen Polygons 
P, P,---P, ist in beiden Geometrien stets gleich Null; hierbei ist das 


AT . 7 ' 
Polygon in einem Sinne zu durchlaufen, sodab, wenn S PLP. AP 


a n+1- 
¥ 1 


’" 


P.) 
>x P,_.P.P,.,(R=P,, P,.,=P,) die 


n? a+1 
' 


die Summe der Seiten ist, 
vel 
Summe der Winkel sein wird. 
Beiliufig bemerken wir, daB der ,,Kreis“, also der Ort der Punkte, 
deren ,,Entfernungen“ von einem festen Punkt konstant sind, in beiden 
Geometrien eine dem Grunddreieck A,A,A, umschriebene Kurve dritter 
Ordnung ist. Die in meiner Schrift ,Involutionssysteme in der Ebene des 
Dreiecks“, Braunschweig 1914, III. Abschnitt behandelten p* sind ,,Kreise“ 
2x 
3 
sind. Aber auch die allgemeinen ,,Kreise“ in jeder Abszissen- oder Ordi- 
natenwinkelgeometrie lassen eine analoge Behandlung zu. 


vom Radius - in der Ordinatenwinkelgeometrie, deren Grundwinkel 0, = , 


Mathematische Annalen. LX XIX 2 
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& 3. Abszissen von Punkten und Tangenten an einer Kurve. 
Bogenlinge und Kriimmung. 


Wir wollen uns nun zuerst mit der Abszissengeometrie allein be- 
schaftigen. Wie wir sahen (§ 1), kommt jedem von A,, A,, A, verschie- 
denen Punkt P in jeder ihn enthaltenden, von a,, a,, a, verschiedenen 
Geraden g eine Abszisse zu; und zwar nimmt die Abszisse von P in den 
simtlichen durch P gehenden Geraden jeden Wert nur einmal an, falls P 
auBerhalb a,, a, und a, liegt. Denn die Abszisse von P in einer durch P 
gehenden Geraden g ist dieselbe.wie die von g im Systeme von P (§ 1). 
Es kann also von der Abszisse eines Punktes keine Rede sein, solange 
nicht feststeht, von welcher Geraden er als Element angesehen wird. Liegt 
aber ein Punkt P auf einer Kurve, die in P eine Tangente besitzt, so 
wollen wir P stets als Element des von seiner Tangente getragenen Grund- 
gebildes ansehen und seine Abszisse in dem Systeme, das seiner Tangente 
zugeordnet ist, die Abszisse von P auf der Kurve nennen. Dual nennen 
wir, wenn eine Gerade ¢ eine Tangente an einer Kurve ist, die Abszisse 
von ¢ im Systeme, das ihrem Beriihrungspunkte zugeordnet ist, die <Ab- 
szisse von t an der Kurve. Die beiden Abszissen eines Punktes und seiner 
Tangente an einer Kurve sind nun nach § 1 einander gleich. Die Abszisse 
eines Punktes /’ auf eimer Kurve, die in P eine Tangente besitzt, ist also 
($1) nur dann unbestimmt, wenn P mit einer Ecke oder seine Tangente 
mit einer Seite von A, A, A, zusammenfillt. Diese Unbestimmtheit, wollen 
wir aber dadurch heben, daB wir dann unter der Abszisse von P auf der 
Kurve den Grenzwert verstehen, dem die Abszisse eines sich P unbegrenzt 
nahernden Punktes auf der Kurve zustrebt, vorausgesetzt, dab ein solcher 
Grenzwert existiert. 

Bezeichnen wir nun die Abszisse eines Punktes P auf einer Kurve 
mit r, und sind x, (A=1, 2,3) die projektiven Punktkoordinaten von P, 
£,+ dx, die des P unendlich benachbarten Kurvenpunktes P’ und &, die 
Linienkoortlinaten der Tangente ¢ von P, wo also t= PP’ ist, so ist nach 
(3) und (5), wie eine einfache Rechnung zeigt: 


> (4241 4242) 22(82,: %) din J (20, 4: %43)4*? “A+2 
(Q ‘a 4=1 = A 1 
(9) a 3 a 3 
> (2; £1 —2249)(42,: 2) din TT; +1? %ag)4 
A=t iat 
3 rs 


Bre eo ob » 


2,€,2, 
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Der so definierte Begriff der Abszisse eines Punktes auf einer Kurve 
gilt fir jede Kurve, deren Punkte Tangenten besitzen. Es soll aber hier 
der Kurvenbegriff eingeschrinkt und von nun an unter einer Kurve nur 
ein Ort solcher Punkte verstanden werden, deren Dreieckskoordinaten z,, 
2, Z, drei Gleichungen von der Form 


‘ 


(11) uz, = f,(t) (A= 1, 2, 8) 


geniigen, wo die /, drei eindeutige analytische Funktionen eines komplexen 
Parameters ¢ in einem gewissen Bereiche sind; und zwar soll derjenige 
zweifach ausgedehnte Bereich B’ der ¢-Ebene, innerhalb dessen die Ver- 
hiltnisse der Funktionen f,(¢):/,(¢):f(@) bis auf Pole regulir sind, der 
Giiltigkeitsbereich der Kurvenpunkte heiben. 

Ist nun eine Kurve durch solche drei Gleichungen (11) gegeben, so 
ist nach (9) 


3 
> is: ae ait =f, @| 
(12) tos 
> Gin —% JHO:AO) 
i=1 
"1 n°? 42/0 if; 1 Of'+20 —fhss )fij+1 0) 


= p(t). 
SahO hs: Ot O—h+ Of O 
A= 
Es ist also tr = g(t) eine bis auf Pole regulire eindeutige analytische 
Funktion von ¢ im ganzen Giiltigkeitsbereich B’ der Punkte der durch 
(11) dargestellten Kurve. Denn in B’ ist frail tfige(, also auch 
(fi.1 :feag(O®Y (4=1, 2, 3) und mithin auch 


(fisethrarl: has? fil Uh: fisal > ase? faa! 
- fiatlhrashi “oh fihiesl: filfiashias— hi +2 i +1) 


bis auf Pole reguliir und eindeutig; folglich ist auch g(t), die nach (12), 
wenn darin Zahler und Nenner durch etwa f,[/./, — f,f.'] dividiert werden, 
nur aus den letztgenannten Quotienten zusammengesetzt ist, in B’ bis 
auf Pole regulir und eindeutig. 

Unter dem Bogenelement ds einer Kurve ist die auch dem Vor 
zeichen nach bestimmte ,,Entfernung‘ (§ 2) zweier unendlich benach- 
barter Punkte (z,) und (z,+dz,) der Kurve zu verstehen; es ist 
also nach (7) unter Vernachlissigung unendlich kleiner GréSen héherer 
Ordnung: 
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-—. -m 
TT en+: tars): IT (> - 71 *) 


21+ Zits 
(18) ds n=l A=i i 


’ 2 
| Se 1 — 4, +9) (ae, | 


A=1 
3 


3 
TT uss — nox): [fan 4, : 244) 


a=1 4=1 
r 3 
din JJ (a, .. : %43)% 
be 4=1 


Ist nun die Kurve durch (11) gegeben, so ist nach (13): 


73 





3 
de IT 1 Ts 1 © fi+2 — fie Of. 0) 
n=1 4=1 
(14) oi = r2 —_- (8). 
a hOlh +1(® fies! hive ( fier) 

Es ist also auch y(¢) eine bis auf Pole regulire eindeutige analytische 
Funktion von ¢ im ganzen Giiltigkeitsbereich B’ der Punkte der durch 
(11) dargestellten Kurve. Denn nach (9) und (13) ist 

(15) ds 8 dim (@ 4, : © 49) 


(& — 2245) (© — 2, 49 2341 — “i+e 


also nach (11) und (12) 


ds (PO — A+ PO — 4+) | irr O: f+: OF 

(19) v¥O~ a= fit —Fiss hiv Other® ? 
folglich ist ~(¢) ebenso wie /,,,(#):f,,,(¢) und p(é) tiberall in B’ bis 
auf Pole regulir und eindeutig. 

Unter dem Kontingenzwinkel dw einer Kurve ist der ,,Winkel* (§ 2) 
der beiden Tangenten ¢ und { in zwei unendlich benachbarten Punkten P 
und P’ der Kurve zu verstehen; es ist also, wenn t und t+ dr die Ab- 
szissen von P und P’ und folglich auch von ¢ und ¢ an der Kurve sind 
und ds das Bogenelement in P, also ’r + ds die Abszisse von P’ im Sy- 
steme von / und mithin auch die von ¢ im Systeme von P’ ist 


(17) do = x tt —=1r+ dr —(r+ds) =dr—ds. 
Nun ist aber nach (9) und (13) 
3 
[Tens — 2442)" es Rh : i +2) 
(18) ds = “= = ist - +ds, also: 


[ din JJ (a4: 2142)% 


A=1 
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3 8 
ad’ x, 
[Be n+s — 40+) 2p dln (i +1 a+) 


(19) da ="~* ; 
| din He. +15 2ae) | 


2=1 
Ist die Kurve durch (11) gegeben, so ist nach (17), (12) und (14): 
(20) - = p (t)— v(t) = z(0). 

Nach (14) und (20) sind nun die Liinge s und die ganze Kriimmung o 
eines Bogens zwischen zwei den Parameterwerten ¢, und ¢ des Giiltigkeits- 
bereiches B’ entsprechenden Punkten der durch (11) dargestellten Kurve 


miteinander durch die Relation s + @ = g(t) — p(t.) = t — 1, verbunden, 
t 


wobei, wenn | y({)dt vom Integrationswege und also s und @ auch von 
fo 
den Zwischenpunkten des Kurvenbogens abhingig sind, der Kurvenbogen 
in seiner ganzen Ausdehnung fiir s und @ derselbe sein muf. Fiir einen 
geschlossenen pogen, fir den t = ~ ist, ist also stets, wie es tibrigens 
auch nach § 2 (Ende) sein mu: s + @ = 0. 
Die Kriimmung x in einem Sisiientiiah ist nun definiert durch 
3 
> (a?ax,: x,) din (x 


da A=1 
(21) t- 2 — = 


1+1* M42) 


3 
Cer 


A=1 


oder nach (20) und (14): 
95 gy () 
(22) x= z(t): v(f) = ¥®) ~ 1, 
Die Kriimmung x und die Differentialquotienten =—x+1 und 


ri =* + * sind also nach (21) nur vom Grunddreieck A,A,A,, nicht aber 


von den Grundzahlen 2z,, 2,, 4; abhiangig. 


§4. Natiirliche Gleichungen und Parameterdarstellungen einer Kurve. 


Wie wir sahen, sind bei jeder mittels eines Parameters ¢ dargestellten 
Kurve die Abszisse tr eines Punktes auf der Kurve und die Differential- 
quotienten - und ‘a drei eindeutige analytische Funktionen von ¢: t = (6), 
~ = (t) und 4 —— = x(t). die tiberall im Giltigkeitsbereich B’ der Kurven- 
punkte bis auf Pole regulir und miteinander durch die Relation (20) ver- 
bunden sind. Nunmehr wollen wir zeigen, daB die Kenntnis irgend zweier 
dieser drei Funktionen g(¢), w(é), 7(¢) allein geniigt, um die ,,Gestalt“ (im 








































22 H. Beater 
Sinne der Abszissengeometrie) der Kurve*), nicht aber um ihre Lage in 
der Ebene zu bestimmen; ferner, daB alle diejenigen und nur diejenigen 
Kurven, ftir die diese drei Funktionen dieselben sein kénnen, ,,kongruent“ 
($ 2) sind; und endlich, daB durch die Kenntnis von g(t), ~(t) oder p(#), 
z(t) und die Annahme eines beliebigen auBberhalb der Seiten von A, A, A, 
gelegenen Punktes P, als den einem Parameterwert ¢, entsprechenden 
Punkt der Kure, wo ¢, eine im Endlichen gelegene reguliire Stelle des 
p(t g(t (t) 
aed baw. oa a 
(A= 1, 2,3) ist, oder durch die Kenntnis von w(t), 7(#) und die Annahme 


gemeinsamen Bereiches der drei Funktionen 


eines beliebigen auBerhalb «,, a,, 4, gelegenen Punktes P, und irgend- 
einer durch P,, aber durch keine Ecke von A,A,A, gehenden Geraden 
als die einem Parameterwerte /, entsprechenden Punkt und Tangente der 
Kurve, wo jetzt 4, irgendeine im Endlichen gelegene reguliire Stelle des 
Bereiches von w(f) ist, die Kurve vollstindig auch ihrer Lage nach be- 


ds da P 
= tT) —_— = 
aa Yo, a=) de 


drei natiirlichen Gleichungen der Kurve nennen.**) 


stimmt wird; und wir werden daher rt = 9(t), 


*) Wir sagen niimlich von zwei Kurven, daé sie dieselbe ,,Gestalt* haben, wenn 
sie, héchstens mit Ausnahme von einer endlichen Anzahl von Punkten, in der Weise 
aufeinander ein-eindeutig bezogen werden kénnen, daB, wenn aus den beiden zwei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten der (komplexen) Punkte der Kurven trgend zwei 
cinander entsprechende eindimensionale Punktmannig/altigkeiten herausgegriffen werden 
und in diesen je ein verinderliches Polygon von gleicher Seitenanzahl eingeschrieben 
wird, diese beiden Polygone stets der ,,Gleichheit* (§ 2) zustreben werden, sobald alle 
Polygonseiten einzeln nach Null streben werden und dementsprechend ibre Anzahl 
iiber jede Zahl wachsen wird. Zwei Kurven sind also nur -dann von derselben Ge- 
stalt, wenn sie, héchstens mit Ausnahme von einer endlichen Anzahl von Punkten, so 
aufeinander ein-eindeutig bezogen werden kinnen, daf in je zwei entsprechénden 
ds, - da, 


Punkten dieser Kurven , ls te 1 sein wird, wo ds,, ds, die Bogenelemente 
ds, ada, 

und do,, dw, die Kontingenzwinkel der beiden Kurven bedeuten. Zwei Kurven 
haben folglich nur dann dieselbe Gestalt, wenn sie solche Parameterdarstellungen 
ux, =f, (), wx, = F,( (4 =1, 2, 3) zulassen, deren Giltjgkeitsbereiche (§ 3) bis auf 
eine endliche Anzahl von Stellen identisch sind und fiir hie iiberall in gemeinsamen 
ds, ds, da, dea, 


— -ae’ dt di 
gruente“ (§ 2) Kurven, die durch eine ,,Bewegung“, also durch eine Transformation 


i , : ti ’ ' ; 
Giltigkeitsbereiche ist. Insbesondere haben also zwei ,,kon- 


von der Form e% =—k,x, (A =1, 2, 3) ineinander iibergefiihrt werden kénnen, nach 
(13) und (19) stets dieselbe Gestalt 
se 


Ebenso wie man in der Euklidischen Geometrie von natiirlichen Gleichungen 
einer Kurve spricht, trotzdem diese Gleichungen nur metrische Eigenschaften, also 
Beziehungen der Kurve zu den unendlichfernen Kreispunkten, die an und fiir sich 
mit der Kurve nichts zu tun haben, ausdriicken, sprechen wir auch hier von natir- 


lichen Gleichungen, welche ,,metrische“ Eigenschaften ausdriicken, also solche, die 
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in der Tat folgt aus (15): 


din x, w (é) 


(23) «~ + o(t), (4 = 1, 2, 3), 


at = =s-_—sog@pt) —2 


wo o(¢) eine willkiirliche Funktion von ¢ bedeutet, und mithin: 
at - 
Sse o(t) | at 
- eo 2 


wo ¢, irgendeine solche im Endlichen gelegene Stelle des gemeinsamen 
Bereiches der beiden Funktionen g(t), w(¢) ist, fiir die alle drei Funk- 
w(t) 
g(t) — 2, 
endliche und nicht verschwindende Konstanten bedeuten. Nun kommi es 





(24) x C; 


4 4 


(A = 1, 2, 3 y 


tionen (A=1, 2,3) regular sind, und die ¢, willkirliche, aber 
aber bei den x, nur auf ihre Verhiltnisse an, ferner miissen (§ 3) die 2, 
eindeutige Funktionen des Parameters sein; folglich ist die Darstellung (24) 


" wilijdt 
J plt)—-= 
25 to . ’ 9 § 
(25) wa C, + ¢ = f, (0), (A= 1, 2, 3), 


‘ 4 4 


gleichbedeutend mit 


wo w ein Proportionalititsfaktor bedeutet, und wobei der Bereich B, in 
dem g(é) und w#(¢) bis auf Pole regulire eindeutige analytische Funk- 
a (t) 





tionen von ¢ sind, nach Ausscheidung aller Pole von (A =1, 2,3), 
g(t)—s, / 


wenn notig, zu einem einfach zusammenhingenden gemacht werden mub 


w(t) dt : ; , ‘ " 
und die wz, eindeutig sein und fir 


p(t) - ; 4 


damit die drei Integrale | 


t= t, die Integrale verschwinden und die x, den ¢, proportional sein 
sollen. Der Giiltigkeitsbereich B’ der Punkte einer jeden durch (25) dar- 
gestellten Kurve, der, wie wir sahen (§ 3), keine Stellen auBerhalb des 
Bereiches B, in dem g(t) und (¢) bis auf Pole regulir sind, enthalten kann, 
besteht nun, wie man einsehen kann, aus B mit Ausschlu8 nur derjenigen im 
Endlichen gelegenen (hdchstens in endlicher Anzahl vorhandener) Stellen ¢, fiir 


die 9 — (%,,,+2%,,2) <— 1 oder 2, >0, 9 —a,=——1 und r,=1(4=1,2 
oder 3) oder 1, = 2, =a, =—2<0, 9 —2a=——1 und r,=7,—7, ist, 
and, falls die Stelle = co B angehért und fiir sie ge — (4,,,+7%,,42)<1 


2 
oder x, > 0, 9p —a, =1 und r, = 0 (A =1,2 oder3) oder 7, = 2,—=2,=245 


@ —2x=1 und r, =r, =7, ist, auch mit Ausschlu® der Stelle ¢ = oo; 
zwar von keinem Koordinatensystem, aber von den Abszissensystemen der Grund- 
gebilde, also vom Grunddreieck und den Grundzahlen abhiingen, weil eben erst diese 
mittels der Abszissensysteme unsere MaBgeometrie festlegen, ohne die von ,,metrischen* 
Kigenschaften der Kurve iiberhaupt nicht gesprochen werden kann. 
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hierbei bedeuten x, und g die Ordnungszahlen von g(t) — 2, (4=1, 2, 3) 
und #(¢) an der Stelle ¢ und r, die reelle Komponente des Residuums 


der Funktion Sen in einem Pol dieser Funktion. 


Die unendlich vielen durch (25) dargestellten Kurven, die den unend- 
lich vielen Werten der c, entsprechen, sind simtlich untereinander ,kon- 
gruent“ (§ 2), da je zwei derselben durch eine ,,.Bewegung“, naimlich durch 
eine Transformation von der Form 9%,=—k,z, (4=1, 2,3) ineinander 
iibergefiihrt werden kénnen. Es miissen also alle Kurven, die dieselben 
zwei der drei natiirlichen Gleichungen, von welchen zwei eine t = g(f) ist, 
und welche Kurven also nach (20) auch dieselbe dritte natiirliche Gleichung 
haben, untereinander ,,kongruent“ und folglich (FuBnote auf S. 10) sicher 
von derselben ,,Gestalt“ sein; und unter diesen Kurven gibt es stets nur 
eine, der ein auBerhalb a,, a,, a, gelegener Punkt (c,) als der einem end- 

v(t) 
g(t) — 4, 
sind, entsprechende angehért; und diese Kurve kann mittels (25) kon- 
struiert werden. Umgekehrt miissen ,,kongruente“ Kurven stets dieselben 
drei natiirlichen Gleichungen haben kénnen. Denn zwei _,,kongruente“ 
Kurven kénnen stets durch eine Transformation von der Form 9%, =k,z, 
ineinander tibergefiihrt werden. Wenn also ux, = /,(¢) eine Parameterdar- 
stellung der einen Kurve ist, so ist.uZ, = k,f,(t) eime solche der zweiten 
Kurve; und mithin haben beide Kurven bei diesen Darstellungen nach 
(12), (14) und (20) dieselben drei natiirlichen Gleichungen. Zwei Kurven 


lichen Parameterwert 4,, fiir den alle drei Funktionen regular 


. . : , . ds , d 
aber, die dieselben zwei natiirlichen Gleichungen “= v(t), Pa AU 


haben, miissen nur dieselbe ,,Gestalt“ haben, brauchen aber nicht ,kon- 
gruent“ zu sein. Denn nach (20) ist 
. t t 
(26) © rt=g)=— fp Odt+r—= /[¥O+1O]dt+n, 
lo to 

wo der Bereich von p‘(#) = w(t) + z(#), wenn ndtig, zu einem einfach zu- 
sammenhiingenden gemacht werden soll, damit das Integral eindeutig wird, 
und wo é, irgendeine reguliire Stelle dieses Bereiches ist und t, eine Kon- 
stante bedeutet. Fiir zwei Kurven, die dieselben zwei natiirlichen Glei- 
chungen = w(t), = = z(t) haben, kénnen sich also die Funktionen 
t = g(t) nur um additive Konstanten voneinander unterscheiden; und die 
beiden Kurven lassen daher zwei solche Parameterdarstellungen von der 
Form (25) zu, deren Giiltigkeitsbereiche bis auf eine endliche Anzahl von 
Stellen identisch sind, und fiir die iiberall im gemeinsamen Giiltigkeits- 


bereiche “* — 4% — y(t), 4: — 4% _ 4(4) ist. Folglich (FuBnote aufS.10)” 
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miissen beide Kurven dieselbe ,,Gestalt“ haben, brauchen aber nicht ,,kon- 
gruent“ zu sein. Zugleich erkennt man, daB es unter allen Kurven, die 


$ : sani , ds , d 
dieselben zwei natiirlichen Gleichungen aa YO; ar = z(t) haben, stets 


nur eine gibt, der ein auBerhalb a,, a,, a, gelegener Punkt P,(c,) als der 
eiem endlichen Parameterwert ¢,, fiir den ~(¢) regulir ist, entsprechende 
angehért, und die eine durch P,, aber durch keine Ecke von A, A, A, 
gehende Gerade g zu der ¢, entsprechenden Tangente in P, hat; und diese 
Kurve kann mittels (25) konstruiert werden. Denn die Abszisse tr, von P, 
auf der Kurve, die die von P, im Systeme von g ist, ist bekannt und 
yon den z, verschieden, und mithin ist nach (26) auch die dritte natiir- 
liche Gleichung t = p(t) dieser Kurve vollstindig bestimmt. Somit sind 
alle Behauptungen iiber die natiirlichen Gleichungen bewiesen. 

Wir kénnen auch eine Parameterdarstellung einer Kurve mittels der 
Linienkoordinaten § ihrer Tangenten angeben, wenn die drei natiirlichen 
Gleichungen der Kurve und ein auferhalb der Seiten von A,A,A, ge- 
legener Punkt P,(c,) als der einem Parameterwert ¢, entsprechende Punkt 
der Kurve gegeben sind, wo ¢, eine im Endlichen gelegene Stelle des Be- 
reiches B (in dem p(), w(d), x bis auf Pole regulir sind) ist, fiir die w(t) 
regular und »(¢)—2,+-0(4—1,2,3) ist. In derTat ist 9&; = 2 41%342—%a420}41- 
Nun ist aber nach (25) 


. dz, w(t) : 
27 , = b—* == 2 at. a 9 
(27) Bt, = U 2; a—a? (4 = 1, 2, 3), 
mithin, wie leicht einzusehen: 
t 
*wipjdt 
(gz. —" yf (t)—z,] J pi(t)—=z 
(28) ye, am Ati “ats P eto 
4 C; a 
t 
* x(odt 
(2,41 — 2,49) (9%) — 2) 2 9O% 4 > s 
eT eh) Agee ae ee —F,), (4=1,2,3) 


Der Giiltigkeitsbereich B der Parameterdarstellung (28), in dem fiir jeden 
Wert von ¢ die Kurve eine bestimmte Tangente besitzt, also der Giiltig- 
heitsbereich der Tangenten der Kurve besteht nun aus B, in dem (6), 
v(é), x(¢) bis auf Pole regulir sind, mit Ausschlu8 nur derjenigen im 
Endlichen gelegenen Stellen ¢, fiir @ — (a,,).+ 2,4) <— 1 oder x, >0, 


¢—2x,=— — 1,r, =, und i, +0 (4 =1, 2 oder 3) oder 2, = 2, = a, = a <0, 
9—2x ——1 und r, =r, =F, ist, wo i, die imaginire Komponente des 
' wit Sr : 
Residuums von a in einem Pol dieser Funktion bedeutet, und 
g(t)—2, ’ 4 
\") a 


falls die Stelle ¢ = co B angehért und fiir sie 9 — (x,,,+2,,,) <1 oder 
m>0, o—m=—1, n= und y4+0 oder z,=—a,=—2,—2<0, 
¢@—2x=1 und r, =r, =—7,; ist, auch mit AusschluB der Stelle ¢ = co. 
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Zum Schlu8 bemerken wir noch, dab, wenn rt oder s oder @ selbst 
als Parameter genoiamen wird, durch die einzige natiirliche Gleichung 
= = w(t) oder “s = z(t) bzw. r= @(s) baw. t = p(@) die Kurve bis auf ihre 
Lage in der Ebene bestimmt ist und alle Kurven mit einer solchen natiirlichen 
Gleichung untereinander ,,kongruent“ sind. Hingegen ist durch = “x= (8) 


ds ‘ ‘ , . ; - > 
oder 75. ¥(@) nur die ,,Gestalt* der Kurve bestimmt und Kurven, die 
a@ ‘ 


: —> . dw ds , 

dieselbe natiirliche Gleichung > =x = z(s) oder , w~(@) haben, sind 
as «@ 

von derselben ,Gestalt“, brauchen aber nicht ,kongruent“ zu sein. Die 


leo 


natiirliche Gleichung = w(t) oder = = 4(t) besitzt den Vorzug gegen- 
fiber allen anderen Formen von natiirlichen Gleichungen, daB sie im Gegen- 
satz zu diesen durch die Kurve allein bedingt ist und von nichts Willkiir- 
lichem, sogar nicht von der Wahl des Anfangspunktes fiir die Messung der 
Bogenlinge s bzw. der ganzen Kriimmung @ abhdingt. 


$5. Kriterien. 


- : ‘ aa a ds de 
Sind die natiirlichen Gleichungen t = (¢), = w(t), it 
. < ie 


Kurve gegeben, und wird in jeder der unendlich vielen dadurch definierten 


untereinander ,kongruenten“ Kurven der einem Parameterwert ¢, des ge 


z(t) einer 


meinsamen (riiltigkeitsbereiches der Pankie und Tangenten der Kurve ent- 
sprechende Punkt mit P, und seine gleichfalls ¢, entsprechende Tangente 
mit ¢, bezeichnet, so inzidiert, wie nach (25) und (28) einzusehen ist, 
> P, mit keiner Seite und ¢, mit keimer Ecke von A, A, A, = @,4,4;, 


oder 2) P, mit keimer Seite, ¢, aber mit der Ecke A, (A=1, 2,3), oder 
5) P, mit der Seite a,,¢, aber mit keiner Ecke, oder 4) P, mit a, und 
zugieich ¢, mit A;, oder 5) P, mit a; und ¢, mit A;.; und Aj;.9, oder 


6) P, mit aj, und aj.e, t, aber nur mit A;, oder 7) P, mit zwei 
Seiten und zugleich ¢, mit zwei Ecken, je nachdem 1) 2,—2, =a, =a <0 


und g@>2a—1, oder 2) z%,>0 und g—-a,;>—1, oder 3) x, >9, 
o—a=——1, 1—2 und i, =0, oder 4) x, >0, 9 —a,=——1 und 
O<r, <a, oder 5) a, > 0, 09 —a, = — 1 und r, > m, oder 6) x, >9, 
@ — a,= — 1 und r;< 0, oder 7) a, = 2,=—2,=—2<0 und 9 — 2x =—1, 


aber nicht r, =r, =r, ist, wo 2, 0, 71, i, dieselbe Bedeutung wie in §4 
fiir die Stelle ¢, haben. Ist aber im Falle 3) i,+ 0 oder in 4) r, =0, 
so ist P, ein auf a, gelegener Punkt ohne bestimmte Tangente bzw. t, 
eine durch A; gehende Tangente ohne bestimmten Beriihrungspunkt. Hier- 
bei wurde stillschweigend vorausgesetzt, dab alle Grundzahlen z, und ¢, 


endlich sind, andernfalls ist das Kriterium zu moditizieren. 
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Ferner haben wir: Ist ¢, eine solche Stelle des genannten Giiltig 
keitsbereiches,; an der R,, R,, R, sich héchstens nur um ganze Zahlen 
yoneinander unterscheiden, wo R, =r, + ti, (x =1, 2,3) das Residuum 
von sir in ¢, bedeutet und werden 2, unter den Zahlen 1, 2, 3 so 
gewahlt, dab r, <7 


” r P 4 
ae" £4+19° i 


o Te — a | eae - 
Vi+2 und x, Vn > B41 Tut % Vue Bure Tut? 


ist, so ist P, mur dann singulair im engern Sinne (d. h. daB er den sin- 
guliren Charakter beibehilt, auch wenn die Kurve auf die Umgebung von 
t, beschriinkt wird), wenn 


(29) 9 — (a4: +47) +1241 —r1 Sk und eo — (mi41+%,) + ti42—M Sk 


ist, und ¢, ist mur dann singulair im engern Sinn, wenn 


(30) o—2a,+7r,-—r >l und 6—2a,+r,-fr 


a ! “ u+1e 


>| 


u+23 = 


ist, wo 6 die Ordnungszahl von y(¢) in ¢,, k und 1 ganze Zahlen gréBer als 
Null bedeuten; und zwar sind P, und ¢,, wenn mindestens einer der 
beiden Ausdriicke in (29) gleich / bzw. in (30) gleich 7 ist, ein (/ + 1)- 
facher Punkt bzw. eine (/ + 1)-fache Tangente. 

Von reellen Kurven soll nur dann die Rede sein, wenn das Grund- 
dreieck und die Grundzahlen so beschaffen sind, daB in reellen Grund- 
gebilden, die keine Seite bzw. Ecke des Grunddreiecks enthalten, kon- 
jugiert imaginiren Elementen stets ebensolche Abszissen zukommen (§ 1), 
und wenn auBerdem die rechten Seiten der natiirlichen Gleichungen 1 = p(t), 
ds de , * ° . ° . , 
a vO, gq =x der Kurve reellwertige eindeutige analytische Funk- 
tionen eines reellen Parameters ¢ in einem gewissen Intervall J sind. Fiir 
reelle Kurven gilt. nun folgendes Kriterium. Ist ¢, eine der beiden Grenzen 


yon J oder eine solche Stelle im Innern von J, an der mindestens eine 


' 
der drei Differenzen R;.;, — Rix. (A=1, 2,3) keine ganze Zahl ist, so ist 
dann und nur dann der reelle Punkt P, ein Endpunkt. Ist aber ¢, eine 
solche Stelle im Innern von, an der R,, R,, R, sich héchstens nur um 
ganze Zahlen voneinander unterscheiden, und werden 4, w wie vorher ge- 
wahlt, so ist der reelle Punkt P, 1) mur ein Wendepunkt, oder 2) eine 
Spitze erster Art, oder 3) eine solche zweiter Art, oder 4) weder Wende- 
punkt noch Spitze (auch wenn P, oder seine Tangente oder beide zu- 
gleich singuliir im engeren Sinne sind), je nachdem von den beiden ganzen 
Zahlen [6 + r,,,—7,,,] und [eo + (4,41 —Ty.41) — (%e42 —%n49)| 1) die 
erste ungerade und die zweite gerade, oder 2) die erste gerade und die 
zweite ungerade, oder 3) beide ungerade, oder 4) beide gerade sind. 

Alle diese Kriterien ergeben sich aus den Parameterdarstellungen (25) 
und (28) mit Hilfe von $1 (Ende). Ferner erkennt man leicht folgendes: 


Haben zwei mittels zweier Parameter ¢ und? dargestellten Kurven C und 
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C einen ¢, und #, entsprechenden Punkt P, gemein, der fiir C in ¢, und 
C in t, weder singulair im engern Sinne ist, noch eine durch A,, A, oder 
A, gehende Tangente noch eine unendlich groBe Abszisse auf der Kurve 
besitzt, so beriihren sich C und C in P, in gerader n** Ordnung, wenn 
(31) d’t at d*t d't 


t=T, = — (v—1,2,---,n—1), 
ds” ds  p as" 


in P, ist, wo r und ds fiir C dieselbe Bedeutung haben, wie rt und ds 
fir C. 
§$ 6. Kurven konstanter Kriimmung. 


Ist die Kriimmung x = langs der ganzen Kurve konstant, etwa 


a. =k, so ist nach (20) rs =k-+1 und mithin 
(32) t= 9(s) = (k+1)s+ 1,, 


wo die Konstante r, die Abszisse desjenigen Punktes auf der Kurve ist, 
dem die Bogenlinge s = 0 entspricht, und nach (25) und (28) 


s 


= “ds 
J (A+1)8+4%,-—2 
4 


(33) “zr, = ae 


/ kds 
: ‘ (k+1)8+ %—2 
; (F — 23) (4,41 — 2, +2) 
(34) ye, — Sein — te) 


s , (A=1,2, 3), 
? | 
? 


wobei nach § 4 die s-Ebene, wenn k+-— 1 ist, zu einem einfach zu- 
sammenhangenden Bereich zu machen ist, damit die z, und & eindeutig 
sein sollen, und wo die ¢, endliche und von Null verschiedene Konstanten 
bedeuten. Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daB 1, + 2, ist, 
was stets durch Verlegung des Anfangspunktes der Bogenlinge erzielt 
werden kann. Ist nun k + — 1, so liefern (33) und (34) nach (86): 


! @.-a@, , 
a t—Z, \*+1 é . S28 
(35) Bt = C : —- -@ ae 
0 “1 | 
| (4—1,2,3), 
. ww Whe 
(36) ve, — fo Wiss — 41 +9) t— £ eet a k+1 
- C) %)—£, ? 


wobei die Amplituden a, und a, von t — 2, und to — 4, wegen der Fest- 
setzung tiber die Integrale ‘in (33), (34) in einém Intervall von der Lange 
2 zu nehmen sind und zwar, wie wir ein fiir allemal annehmen wollen, 
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im Intervall zwischen — a (exkl.) und 2 (inkl). Ist aber k= —1, 80 

liefern (33) und (34): 

(87) wa — ce, vg, — Se— lass — Ais) ez, (41,28). (38) 
¢ 

Eine Kurve von der konstanten Kriimmung k ist also, wie leicht ein- 
msehen, wenn k + — 1 ist, nichts anderes als ein bestimmter vollstin- 
diger Zweig*) einer symmetrischen Dreieckskurve (hier Kurve = analytische 
Linie) und, wenn / = — 1 ist, eine W-Kurve erster Art. Wir werden da- 
her die Kurven konstanter Kriimmung kurz D-Kurven nennen. Die W- 
Kurven sind nach (32) die einzigen Kurven, fiir die die Abszisse rt eines 
Punktes lings der ganzen Kurve konstant ist. 

Kine D-Kurve ist ihrer ,,Gestalt“ nach durch die konstante Kriimmung k 
allein bestimmt (§ 4, Ende), ihrer Lage nach aber erst dann, wenn auBer 
k noch ein auBerhalb der Seiten von A,A,A, gelegener Punkt (c,) und 
eine durch ihn, aber durch keine Ecke von A,A,A, gehende Gerade als 
ein Punkt der D-Kurve und seine Tangente gegeben sind, da erst dann 
im (35) oder (37) die ¢; und die Abszisse tr, des Punktes (¢,;) auf der 
Kurve bekannt sind. 

Eine D-Kurve, fiir die k + — 1, « +0 und nicht zugleich « = 1 und 
£+ 0 ist, wo & ihre Kriimmung, « die reelle und # die imaginire Kom- 


ponente von bedeuten, hat mit dem Grunddreieck A, A,A, nur drei 


1 
k+1 
voneinander verschiedene Punkte gemein, in deren jeder sie nur eine 
einzige Tangente besitzl; und zwar ist sie A, A, A, um- oder eingeschrieben 
oder hat mit jeder Seite von A,A,A, einen Punkt gemein, dessen Tan- 
gente durch die Gegenecke geht, je nachdem «<0 oder a >1 oder 
0<ae<1 ist. Bedeuten nun 21, 2,2, 4,3 die Koordinaten des auf der 
Seite a, gelegenen Punktes der D-Kurve oder, wenn «<0 ist, des Schnitt- 
punktes von a, mit der Tangente der D-Kurve in A; (A4=1, 2,3), wo 
also 2,,, = 0 ist, so ist stets 


nm 
zx x. z, +i 
(39) 1,2 : 2,3 "3,1 e b+1 : 


3 “91 3,2 


wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem von den 

drei zwischen —a (exkl.) und a (inkl.) gelegenen Amplituden von 

£141 — £1429 (A=1, 2, 3), welche Amplituden nicht simtlich >0 oder simt- 
3 


lich < 0 sein kénnen | da > (e+: — £42)=0 ist, zwei > 0 oder zwei 


A=1 


*) Nur wenn eine ganze Zahl ist, ist die Kurve von der konstanten Kriim- 


1 
k+1 


mung k eine vollstandige symmetrische Dreieckskurve. 
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< 0 sind. Ist also kp Cine ganze Zahl, so liegen die drei Punkte (z,,) 


(A, #=1, 2,5) in einer Geraden oder sind die Projektionen eines und des- 


. 1 
selben Punktes aus den Gegenecken, je nachdem fy Cie ungerade oder 
gerade Zahl ist. Dies alles folgt aus (35) und (36). 

Ist eine D-Kurve, deren Kriimmung ‘4 + — 1*) ist, durch die Pare 


meterdarstellung (35) oder (36) gegeben, so wollen wir den Punkt und 
die Gerade, die auBerhalb der Seiten und Ecken von A, A, A, liegen, Pol 
und Polare in bezug auf_A,A, A, und deren Punkt- bzw. Linienkoordinaten 


1 ,Ar* 
(40) ud C; (tp 62) (@i+1 Zag) * on ss ; 
(A= 1, 2,3) 
1 O14 4 
(41) vO; = Cy' (T)— 22) (4241 fina) tthe #+1 | 
sind, wo die Amplituden @, und x; von to — z; und 2;,; — 2,49 zwischen 


— a (exkl.) und a (inkl.) zu nehmen sind, den Pol und die Achse der 


1 7 ‘ 
D-Kurve nennen. Ist ricy Cime ganze Zahl, so ist der Pol der D-Kurve 


der vorher erwahnte Punkt, dessen Projektionen auf den Seiten von A,A,4, 
die Punkte (z,,,,) sind (4, w = 1, 2, 3), oder die Achse die Gerade, die die drei 


1 ' ; 
Punkte (z;,,,) verbindet, je nachdem k41 Berade oder ungerade ist. Ins- 
besondere ist die Achse, wenn k=, also die D-Kurve eine Gerade ist, 
mit dieser Geraden identisch, und der Pol der D-Kurve ist dann der Pol 


der Geraden in bezug auf A, A, A,. Aus (35), (36), (40) und (41) folgt non: 


1 , “ar 
Z a ~ : : kt+is, k+l 
(42) oa; = d; (t— 2) (2141 —Zi42) *¢ | ; 
(A= 1, 2,3), 
k peatea 
(43) 0€ = 0; (t—4,) (2141 — Zine) i*ttt-e *t1, 


wo «, und x, zwischen — a und a zu nehmen sind. Eine D-Kurve, deren 
Krimmung & + — 1 ist, ist also, wenn auBer / ihr Pol (d,) oder ihre 
Achse (0;) gegeben ist 
bestimmt. 

Von den D-Kurven gelten nun u. a. folgende Sitze: Zieht man durch 
jeden Punkt P einer D)-Kurve, deren Kriimmung k + — 1, die W-Kurve, 
fiir die die’ konstante Abszisse t ihrer Punkte gegeben ist durch 


, volistiindig auch ihrer Lage in der Ebene nach 


*) Ist k — —1, ist also die D-Kurve eine W-Kurve, so fallen ihre mittels (4) 
und (41) definierten Pol und Achse mit einer Ecke bzw. Seite von A, A, A, zusammen. 
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= . ' . 
> *1(Fi+1 — 2,44) [In(e — z,) + In(z, ,, — 4, 42)] 
(44) t= | 
= ‘ l a ‘ a 
aaj WAt1 24+) (Im (e —2,) + In, 4. — 4 4)] 
4 1 


wo t die Abszisse von P auf der D-Kurve bedeutet und iiberall det 
Hauptwert ces natiirlichen Logarithmus gemeint ist, so gehen alle diese 
W-Kurven durch den Pol (d,) der D-Kurve. Die Lange 6 des vom Pol 
und P begrenzten Bogens der W-Kurve ist gegeben durch 


3 


3 
WTee+: t42)° Jf finc 25, 4,)+In(z; ..—2,)—In(t+—z, , .) — In (2,—2 ; 4,)] 
(45) ¢—” i A=l1 


{ 3 2 
k+1)) Se 


a1 — 249) (In(e — 2) + Ine; ,, 


sal 


/=1 


wo wieder iiberall der Hauptwert des Logarithmus gemeint ist. Das dazu 
Daalistische gilt von der Achse du: D-Kurve. 


In der Tat ist nach (37) wy, = x, - e-*, (4 =1, 2,3) die Parameter- 
darstellung der durch P(2,) gehenden W-Kurve, mithin ist nach (42), 
(44), (45) fir §=—6 py=—vd, (A=1, 2,3) und die W-Kurve geht 


also durch den Pol (d,). 

Zwei D-Kurven haben nach (40) nwr dann denselben Pol und also 
auch dieselbe Achse (wo sie dann sicher nicht dieselbe Kriimmung haben 
kénnen), wenn fiir irgend zwei und mithin nach (35) fiir je zwei Punkte 
(z,) und (xj), von denen der eine auf der einen und der andere auf der 
anderen D-Kurve dieselbe Abszisse r haben, 


(46) @x, = %\(t — 2) (2241 —Za42) ™- OM * (1 =1, 2, 3) 


ist, wo m irgendeine Zahl bedeutet und a, x, die zwischen — z und x 
liegenden Amplituden von t — 4, 2141 — 2249 sind. 

In einer Schar kompolarer D-Kurven (d. h. solcher, die denselben 
Pol und dieselbe Achse haben) liegen alle Punkte, von denen jeder auf 
einer durch ihn gehenden D-Kurve der Schar eine Zahl rt zur Abszisse 
hat, auf der durch den gemeinsamen Pol der kompolaren D-Kurven 
gehenden W-Kurve, deren Punkte auf ihr die konstante, durch (44) ge- 
gebene Abszisse t besitzen. Fiir jeden Punkt P dieser W-Kurve ist, nach 
(45) das Produkt 6({k +1) konstant, wobei 6 die Bogenliinge der W-Kurve 
zwischen dem Pol und P und k die Kriimmung derjenigen D-Kurve der 
Schar bedeuten, auf der P z zur Abszisse hat. Das dazu Dualistische gilt 
von der Achse der kompolaren D-Kurven. 
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Endlich ergibt sich aus (42) und (43): In einer Schar von D-Kurven, 


die dieselbe Kriimmung k (k + — 1) haben und samtlich 


durch einen’ auBerhalb der Seiten | eine keine Ecke von A,A,A, ent- 


von A, A, A, gelegenen Punkt P ge- | haltende Gerade g beriihren; um- 
hen, bilden die Pole eine neue D- | hiillen die Achsen eine neue D-Kurve 
Kurve D,, deren Pol P und deren JD,, deren Achse g und deren Kriim- 
Krimmung — (k+ 2) ist, und die mung =e ist, und die Pole bil- 
Achsen umbiillen eine zweite D- ak+1 : as 

Kurve D,, deren Pol ebenfalls P, den eine zweite D-Kurve D,, deren 


fe = Achse ebenfalls g, deren Krimmung 
deren Kriimmung aber , ist. Der “Si 

; aber — ist. Der Abszisse r von g an 
Abszisse rt von P auf A . 


einer D-Kurve der Schar sind die Abszissen des Pols und der Achse der- 
selben D-Kurve an 


D, baw. D, gleich. D, baw. D, gleich. 


Sind P (links) und g (rechts) Pol und Polare in bezug auf A, A, A,, 80 
sind D, und DP, identisch; und zwar ist dann der Pol einer D-Kurve der 
Schar rechts, an der g die Abszisse tr hat, der Beriihrungspunkt derjenigen 
Tangente an D,= D,, die die Achse derjenigen D-Kurve der Schar links 
ist, auf der P die naimliche Abszisse rt hat. 


§ 7. Kriimmungs-D-Kurven, -Pole und -Achsen. 
Pol- und Achsenevolute. 


Ist eine Kurve C gegeben, deren natiirliche Gleichungen und Para- 


meterdarstellung 


* wiidt 
ore ds da d Pf) — 4 , F 
(47) r= (8), 5,—¥), ag = x(t) und ‘ex; = ¢- (A=1,2,3) 


sind, und ist P(z,) der dem Parameterwert ¢ entsprechende Punkt von C, 
so nennen wir die C in P beriihrende D-Kurve, deren konstante Kriimmung 
gleich der Kriimmung = von C in P, also gleich z(¢): w(t) —ou os 
ist, die Kriimmungs- D-Kurve von P und den Pol und die Achse dieser 
D-Kurve den Kriimmungspol und die — Achse von P. Die Punkt- und 
Linienkoordinaten des Kriimmungspols und der — Achse von P(x,) sind 
nach (40), (41) und (47): 


t 
f w(t,dt Ba (t) ‘ 
y *) 
w(t) J 9 aa ‘y®) (@} a) 


(48) py:—e,|[p()—#2) (4241-22 + 2)| 9 - e* \ 4 


t 
. Yost . PA t) 
w(t) - eO—-n. ; ‘S (gy (a + %* | 


(49) vy. =a" |[p()— 22] Gr+1—2242)/9 - 


ines 
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wobei die Amplituden «&, und x, von p(¢#)— 2 und 2,4; — 2,429 zwischen 
— a (exkl.) und a (inkl) zu nehmen sind. Die Kriimmungs-D-Kurve von 
P ist die Oskulations-D-Kurve von C in P; sie berihrt C im allgemeinen 
nur in der zweiten Ordnung. 

Den Ort der Kriimmungspole und die Enveloppe der Kriimmungs- 
achsen aller Punkte von C nennen wir die Pol- und Achsenevolute von C. 
Die Achsenevolute ist die Polarkurve der Polevolute in bezug auf A, A, Ay. 
Die Parameterdarstellungen der Pol- und Achsenevolute sind in Punkt 
bzw. Linienkoordinaten durch (48) und (49) gegeben. Haben nun 7, S 
und Q fiir die Pol- und 7’, S und Q fiir die Achsenevolute dieselbe Be- 
deutung wie t, s und @ fiir C, so lauten die natiirlichen Gleichungen der 
Pol- und Achsenevolute, wie nach (48), (49), (9), (13), (20) und den zu 
diesen dualen Formeln einzusehen ist: 


3 « 
1 (4241 2 49) [In[p@) — z,|)-+ in 23448; 2) 
1 


50) T=—, = (f), 
S(; 14 8; .2) {In [ott —z,)+lIn(z,,,—2, 2] 
4=1 
3 $ 
a. Te, 32 2?) JT] t)—z, pg) +ln(2,,.—2,)—ln| 9(O)—2, 49) In(z,—z,,)| 
ir ax — 1 4=1 2 
eae : ? 
> i141 — 2242) [In(o@—z,] + In(z,.5— 2,49 ]| 
A=l1 
vOr'O—VvOrl — W(t) 
(oO) 4, 
(52) oe = 0'(f) —¥() =X); 
[——— dQ se 
(3) T=T=o%), =o +¥O™=¥O, G -—-Y¥O=-XO, 


wobei iiberall der Hauptwert des natiirlichen Logarithmus gemeint ist. 

Die Polevolute von C ist nach (44) und (50) die Enveloppe aller 
derjenigen W-Kurven, von denen jede durch je einen Punkt P(t) von C 
geht und 7 zu der konstanten Abszisse ihrer Punkte hat. In einem 
Kriimmungspol schneiden sich also zwei unendlich benachbarte dieser 
W-Kurven. Die Lange o des von einem Punkt P(t) von C und seinem 
Kriimmungspol begrenzten Bogens einer solchen D-Kurve ist nach (45) 
gegeben durch 


3 
Mathematische Annalen. LX XIX. 
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3 ‘ 3 
LD ¢us1—*n43) by [T= y(t)- £,4;)+n¢,,;- $4) In[ 9(¢)—£, 9]-In(z,—z,, )] 
(54)6——"— —— = 
(#141 — “is2) [im (9 — 2,) + ln@,,,— ‘+ 
4=l1 


w (¢) 


_d  (t) 
vb ¥(#): qi In 


9 (f)’ 
wo tiberall der Hauptwert des Logarithmus gemeint ist. Das dazu Dualistische 
gilt von der Achsenevolute. 

Wihrend aber die Kurve C nur eine Pol- und eine Achsenevolute be- 
sitzt, gibt es unendlich viele Kurven, die dieselbe Pol- und also auch die- 
selbe Achsenevolute wie C besitzen. Dieselbe Pol- und Achsenevolute wie C 
besitzt nimlich jede solche und nur eine solehe Kurve C, die durch drei 
Gleichungen von der Form 

*wiijdt 
J g()— 2 


(55) 9%, = e:[p(€)— 2i)"- (2241 — #242)" - 


t 


w(hdt 
f + im(a) +x) 
p (t)—43 


= ¢a\ (p(t) — 42} (4241 — 4242)|"- (4=1,2,3) 


dargestellt werden kann und fiir die also, wenn 1, 3, @ fiir C dieselbe 
Bedeutung haben wie rt, s, w fir C: 


a , d P . d 2 iad 
(56) t=9H=9), F,—¥O=vO+me(), G=-1H=10—me) 


ist, wo m irgendeine Zahl bedeutet und in (55) die Hauptwerte der m'™ 
Potenzen gemeint und «,, x, also die zwischen —2a und a gelegenen 
Amplituden von o(¢)— 2, und 2,4; — 2,4 sind; und zwar haben je zwei 
Punkte (z,) und (%,) von C und C, die einem und demselben Wert ¢ ent- 
sprechen, denselben Kriimmungspol und dieselbe — Achse. Denn aus (55), 
(56), (47) folgt: 
w (t) ‘ w(t) 
(57) uZ,(p(t) — a) ¥. (@i41— 449) 7 
w(t) w(t) 
= x,| 9(b) — aj) ¥@. (Zi41 — 42 a2) #0 (A= 1, 2,3) 
wo die Haupiwerte der Potenzen gemeint sind; mithin miissen nach (46) 
je zwei einem und demselben Parameterwert ¢ entsprechende Punkte (z;) 
und (Z,) von C und C denselben Kriimmungspol haben, da o(t) = 9(f) 
ist. Umgekehrt kann C, wenn C dieselbe Polevolute hat wie C, mittels 
desselben Parameters ¢, wie C, dargestellt werden, indem man jedem Para- 
meterwert ¢ zwei solche Punkte von C und C entsprechen laBt, die den- 
selben Kriimmungspol haben; und es muf also dann nach (48),»wenn <; 
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und Z, die Koordinaten zweier solcher Punkte von C und C und t= g(t), 
<* — Gt) die natiirlichen @leichungen von C sind, (57) bestehen. Aus 
(57) folgt aber, wenn von ihren beiden Seiten die logarithmische Ab- 
leitung genommen wird: 


. ’ 7] d Twit)” 
458) | In [p(¢) — | + In(#@i41— 21,4 2) | nigel 
1 are) 9 2 
= | In[@(t)— 2] + In (4141-4142) || oe ’ (A = 1, 2, 3), 


wo die Hauptwerte der Logarithmen gemeint sind, da nach (27) 


dz i (#) dz 


r wit j 
: und : Z, = 


~~ pt 
’ Bie — p(t)—z, ’ oe 


ist, also: 
g(t) — 2, 


In [p(t) — 2:] = o(t) In[ p(t) — 2) + [o(f) —1] In(ai41—4142), wo 


ind dru(t). drwtt nila 
(59) o(t) = Zile’@| : alsa ist, und mithin 
p(t) — 2,—= (p(t) — 4, > (2,41 42429" (A= 1, 2,3), oder 


(60) p(t) =[9(¢) -#,F ds 22 — 2, )e ‘ + 4, =[pit —2,)* + (4, —3,)* am" te Zs 


= (p(t) —2, |“ -(4,—2,)0O-* + 2,, 
wo iiberall die Hauptwerte der Potenzen gemeint sind. Die drei Glei 
chungen (60) bestehen aber mur dann gleichzeitig fiir jeden Wert von t, 
wenn o(¢)=1 und g(t)= g(#) ist, wo also nach (59) G(t) = v(t) +m 
sein mu8, also mur dann, wenn (56) erfiillt ist. Aus (56), (57) und (47) 
folgt aber (55), C wird also durch (55) dargestellt. 

In einer Schar von Kurven, die dieselben Pol- und Achsenevolute 
haben, liegen nun nach § 6 die samtlichen Punkte (¢), die denselben 
Kriimmungspol und also nach (56) dieselbe Abszisse t auf den durch sie 
gehenden Kurven der Schar besitzen, auf der die Polevolute in ihrem 
Kriimmungspol beriihrenden W-Kurve, fiir die also die konstante Abszisse 
ihrer Punkte gleich der durch (53) gegebenen Abszisse 7 desselben Kriim- 
mungspols auf der Polevolute ist; und zwar ist nach (54) fiir jeden Punkt 

' ro ‘@) ma, 2 ; 

dieser W-Kurve das Produkt on oder, da nach (56) die Funktion (#) 

“a : : , . : 6 ; 

fiir alle Kurven der Schar dieselbe ist, der Quotient ® konstant, wo 6 
w 

die Linge des von dem Punkt und dem Kriimmungspol begrenzten Bogens 


der W-Kurve und w(t) = — die natiirliche Gleichung der durch den Punkt 


gehenden Kurve der Schar bedeuten. Das dazu Dualistische gilt von der 
Achsenevolute und den Tangenten der Kurven derselben Schar. 


‘ 3° 
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Die so definierten Pol- und Achsenevolute einer Kurve sind stets 
imaginar, wenn die Kurve reell ist, da nach (40) der Pol und die Achse 


einer reellen D-Kurve nur dann reell ist, wenn eine ganze Zahl ist. 


1 
k+1 
Um aber zu reellen Evoluten reeller Kurven zu gelangen, wenn wir uns 
nur auf die Betrachtung von reellen Kurven beschrinken, wo dann die 
beiden in § 5 erwahnten Bedingungen erfiillt sein miissen, wollen wir, 
wenn eine reelle D-Kurve, deren Kriimmung k + — 1 ist, durch (35) dar- 
gestellt ist, wo der Parameter t keine imaginire Werte anzunehmen hat 
und die c, die Koordinaten eines reellen Punktes sind, diejenigen reellen 
Punkte und Gerade, deren Punkt- bzw. Linienkoordinaten, wenn alle z, 
reell sind: 


1 
y ; i 
(61 ud; = Cj (To — 21) (41+1 — 4142) s+1 | 
(4 =1, 2, 3) 

1 

- a 

‘i Oa +x 
(62) vd; = cj’ (T)— 22)( 4141 — 22+2) etl eg ; | 


oder, wenn z, reell, z,,, und z,,, konjugiert imaginir sind: 





, : a Pie = aa ‘ k+1 
ud, =c, (ts $y) (8,41 Sya9)| “T's 
1 “O,v+1 
63 d ’ co, ee 
\ ) pd, = C, 41 (Tq — £141) (4,42 — 4,) °€ ? 
1 “0,"+2 
Ud, .s=C,4s (tq — 2,49) (%,— 4,41)| rehaw nih 
: ~ 
: ai ‘ (a . *.) 
vO, = €,* | (%o—#,) (6,41 —4042)|*t!-e 
64) a dente ones! 
(6 tare a k+1,¢ \bei *** 
vO r= Ch (To — 4,41) (442 — 4,) ‘€ 
1 omnes 2) 
4 - , . Tt 4+ 
VO .g= Cts (T% — #, 49) (4, — £,43)|**'-¢ pars 


sind, wo alle Amplituden zwischen — a (exkl.) und 2 (inkl.) zu nehmen 
sind, den Nebenpol und die -Achse desjenigen reellen Teiles der D-Kurve 
nennen, der mit dem Nebenpol in einem und demselben Dreiecksgebiet 
von A, A, A, liegt. Hierbei ist unter einem Dreiecksgebiet, wenn alle 2; 
und. also (§ 1) auch alle Seiten von <A, A, A, reell sind, eines der vier 
durch diese Seiten voneinander begrenzten Gebiete der Ebene, oder, wenn 
nur eine der z, und also nur eine dieser Seiten reell ist, die ganze Ebene 
za verstehen. Ebenso aber wie der Punkt (c;) mit der Abszisse +, fihrt 
nach (35) jeder andere reelle mit (¢;) in demselben Dreiecksgebiet von 
A,A,A, gelegene Punkt (z,) der D-Kurve mit der Abszisse t, aber kein 
in emem anderen Dreiecksgebiet von A,A,A, gelegener Punkt zu den- 
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selben Nebenpol und -Achse. Eine reelle D-Kurve besitzt also im allge- 
meinen nur einen Nebenpol und eine -Achse, nur wenn alle Ecken von 
A,A,A, reell sind und si eine ganze Zahl ist, wo k die Kriimmung 
der D-Kurve bedeutet, wo dann die reelle D-Kurve in drei Dreiecks-, 
gebieten von A, A, A, verliuft, besitzt die reelle D-Kurve drei Nebenpole 
und drei -Achsen und alsdann sind auch ihr Pol und ihre Achse reell. 
Fiir den reellen Teil der D-Kurve, der mit dem Nebenpol (dj) in einem 
und demselben Dreiecksgebiet von A, A, A, liegt, gehen (42) und (43) tiber in 


1 
(65) . a, / 
{6 9a, = di|(t— 21) (f2+1—fa4s)|**4,| 








big 
. . (A = 1, 2,3), 
6 ‘ ' 
(66) 0&1 = 0; | (¢ — 22) (4241 — 4242) |**', 
bzw., wenn z, reell, z,,, und ¢,,, konjugiert imaginar sind, in 
1 
at A Pe: : —" k+1. 
oz, = d, {t By) 4,41 4,42) ’ 
- ' 1 @y+1 
(67) x =d’.,\(t—z,.,)(¢ —z,)|t+t.@ t+1 
Q y¥+1i 9 “y+! y+1/\"s+2 Wy) | , 
1 ays 
| 
° ~ k+1 k+1 
O%,.—¢ = G4, 5|\(t— 6,45) (4,—4,.3)|"**-e *t', 
k 
ao | > ” —= k+1 
of, = 9 (t —2,) (2,41 4,42) ’ 
(68) k ptt} 
3 - i ‘oo kti.p k+l 
, ‘ OS,41 = 0,4; (t £141) (Sra9 z,)| 4 ’ 
k PF pet 
ai - of k+1, k+1 
05,42 = O40 \t 2,49) (4, 2y41)| e ° 
st nu ein Punkt einer reellen Kurve, so nennen wir den } - 
Ist nun P Punkt e llen Kurve, den Neben 


pol und die -Achse des mit P in demselben Dreiecksgebiet von A, A, A, 
gelegenen reellen Teiles der Kriimmungs-D-Kurve von P den Kriimmungs- 
nebenpol und -Achse von P, und diese sind reell. Den Ort der reellen 
Kriimmungsnebenpole und die Enveloppe der reellen Kriimmungsneben- 
achsen aller Punkte einer reellen Kurve C nennen wir nun die Nebenpol- 
und Nebenachsenevolute von C. Alle Formeln und Siitze, die fiir die Pole 
und Achsen von D-Kurven und fiir die Pol- und Achsenevoluten aufge- 
stellt sind, gelten auch fiir die Nebenpole, -Achsen, Nebenpol- und Neben- 
achsenevoluten, nur miissen fiir diese tiberall die Amplituden «,, a ,, x, 
(A=1, 2,3) bzw., wenn nur z, reell ist, a, a»,,, (nicht aber « 
Oy s19 %ra17 “42> “e542 % 42) durch Null ersetzt werden 

Ist A,A,A, ganz reell, so sind nach (65), (66) Nebenpol und -Achse 
einer reellen D-Kurve und also auch Nebenpol- und Nebenachsenevolute 
einer reellen Kurve von den Grundzahlen z, ganz unabhingig, da nach 
(6) (© — #;) (2141 — 4242) = 06,2; ist. 


v+1? 
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§ 8. Die projektive natiirliche Ordinatenwinkelgeometrie. 

Diese Geometrie laBt sich leicht aus der natiirlichen Abszissengeometrie 
ableiten, und wir werden daher nur die Anderungen hervorheben, die die 
_Formeln der Abszissengeometrie in der natiirlichen Ordinatenwinkelgeometrie 
erleiden. 

Werden das Dreieck A,A,A, und drei (mod. x) voneinander ver- 
schiedene komplexe Winkel @,, ,, @, zugrundegelegt,. wodurch den Grund- 
gebilden der Ebene Ordinatenwinkelsysteme zugeordnet werden, so ist 
nach §3 klar, was wir unter dem Ordinatenwinkel t eines Punktes oder 
einer Tangente an einer Kurve, unter dem Bogenelement ds, dem Kon- 
tingenzwinkel dw und der Kriimmung x zu verstehen haben. Fiir den 
Ordinatenwinkel + gelten nun alle Behauptungen und Formeln, die fir 
die Abszisse t aufgestellt wurden, nur mu8 darin iiberall ¢ durch tg ¢ 
und z, durch tg @, (A=1, 2,3) ersetzt werden. Anstelle von (13) und 
(14) aber erhilt man jetzt nach (8): 


3 3 


Teo. — 2.09) I Gee— Se) 
(13) ds =—tgds = — Seles ——= 
| 34 _ Ag i —1, S| 
Lis * i= +. 
3 3 
ete ago maine at. 
(14) = tgds_ n=1 dust 
dt dt I~ 2 so le ? 
[Satis 0ho-nell +{ Seu — 2.91800 


ret 


~ 


3 
Hl 2541 — “n+9)° Te 1410 :*f410) —.20:h43)} 
jf a=1 ae 


3 


(2341-449 O:4,0) iV" {1+ [@()]*} 


ie r | 


= v(t), 


wo tiberall 2; = tg , ist. (17) und (21) bleiben auch jetzt bestehen, (18) 
und (19) erleiden dieselbe Anderung wie (13), (20) und (22) gehen iiber in 


, de tgdo _ p(t) “sa 
(20) dt” dt ~~ 1+ [ea (t p — ¥t4) = 1 (8), 
22" = x(t): w(t) — 2 O99 _ 1 
(22!) x= 1:90) = er ~ | 


Alle Behauptungen des § 3 iiber g(t), ¥(#), z(#), x, . und s bleiben 
auch fiir die Ordinatenwinkelgeometrie richtig. Die Parameterdarstellung 
(25) geht jetzt tiber in 





en 
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19 OR +1 
g(t) — 23 
(25’) pm — 1: e = fill) (4—1, 2, 8) 


wiidt 


und iiberhaupt behalten alle Resultate und Formeln der §§ 4 und 5 ihre 
Giltigkeit auch fiir die Ordinatenwinkelgeometrie bei, wenn nur »(¢) und 
q(f) durch w(f){1+ [p(é)]}?} und z(H{1+[p(A]}*} ersetzt werden. In 
der Ordinatenwinkelgeometrie ist also an einer kritischen Stelle einer 


Kurve entweder t= @, (A=—1, 2,3), oder t = — oder t = +i 00, oder 
¥(t) = & oder endlich 7(¢) = y- 
Die Kurven konstanter Kriimmung sind auch in der Ordinatenwinkel- 


geometrie nichts anderes als D-Kurven und alle Resultate und Formeln 


der §§ 6 und 7 gelten mit leicht anzugebenden Modifikationen auch fiir 
die Ordinatenwinkelgeometrie. 
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Uber wohlgeordnete Mengen. 
Von 


Huco Diyever in Miinchen. 


Ich habe in meiner Habilitationsschrift ,,Uber wohlgeordnete Mengen 
und zerstreute Mengen im allgemeinen“*) gezeigt, daB sich auf Grund ge 
eigneter Begriffsbildungen eine geschlossene Reihe von Sitzen tiber Limites 
wohlgeordneter Reihen unabhingig von jeder Bezeichnung aufstellen laBt, 
die fiir simtliche wohlgeordnete Mengen (W-Reihen) gelten. Zuerst hatte 
wohl Gerhard Hessenberg in seinen ,Grundbegriffen der Mengenlehre“ 
(Gottingen 1906) ein detaillierteres Studium der Limites mittels allgemeiner 
Satze begonnen. Nun hat Georg Cantor fiir die Zahlen der zweiten Zahlen- 
klasse zwei Erzeugungsprinzipien angegeben, welche fiir deren Aufstellung 
hinreichen: es ist dies die Hinzufiigung von ,1“ und die Bildung des 
Limes einer Fundamentalreihe. Andererseits ergibt sich aus den Cantor- 
schen Sitzen, daB man mit diesen beiden Erzeugungsprinzipien allein nie- 
mals iiber die Z(II) hinausgelangen kann. Denn da die Summe einer 
@-Reihe von abzihlbaren Mengen stets wieder eine abzihlbare Menge 
liefert, so bleibt man mit den beiden Erzeugungsprinzipien immer inner- 
halb der Z(II). 

In meiner Habilitationsschrift habe ich nun zwei Siatze bewiesen, 
welche fiir alle W-Reihen gelten, und welche die Limesbildung auf Grund 
von Fundamentalreihen als fiir sdmtliche W-Reihen ausschlaggebend er- 
scheinen lassen. Diese Sitze sind: 

1. Jede W-Reihe hat einen Limes héchster Ordnung (I. c. VI. 34). 

2. Der Limes héchster Ordnung kann in der W-Reihe nur eine end- 
liche Zahl von Malen vorkommen (Il. c. VI. 33). 

Um zu sehen, ob nicht, wie diese Sitze es wahrscheinlich machen, 
die W-Reihen mit der Cantorschen Z(II) tiberhaupt zusammenfallen, dazu 
wire es nétig, festzustellen, ob jeder Limes einer W-Reihe als Limes einer 
Fundamentalreihe betrachtet werden kann (1. c. VI. 32). 


*) Miinchen 1912 bei Theodor Ackermann (im Buchhandel), weiterhin zitiert 
als ,,l. ¢.“ 
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Um diese Untersuchung durchzufiihren, bediene ich mich einiger in 
meiner Habilitationsschrift gegebenen Definitionen und Siatze, die ich da- 
her hier kurz wiedergebe: 


1. Eine einfach geordnete Menge heibe kurz ,,Reihe“, eine wohlgeord- 
nete ,,W-Reihe“. Durch jedes Element e einer W-Reihe W wird ein ,,Ab- 
schnitt* bestimmt, der alle Elemente x von W enthilt, fiir die z< e. 

2. Eine Teilreihe 7 einer Reihe FR heiBt ein ,,Stiick von R“, wenn 
jedes Element z von R, das T nicht angehért, und wovon mindestens 
eines vorhanden ist, zu saimtlichen Elementen ¢ von 7' entweder in der 
Beziehung « <¢ oder t <x steht. 

3. Enthalt jedes Stiick einer Reihe RP, sowie sie selbst, ein erstes und 
letztes Element, so heiBt sie eine ,endliche Reihe“ (Stiickels Definition).*) 

4, Enthalt eine Reihe weder eine Teilreihe vom Typus @ noch eine 
solche vom Typus *@, so ist sie eine endliche Reihe. 

5. Enthalt eine Reihe zu jedem ihrer Elemente auBer zu einem eventuell 
vorhandenen ersten oder letzten Elemente ein unmittelbar vorhergehendes 
und ein unmittelbar nachfolgendes Element, so heiBt sie eine ,,geschlossene 
Reihe“. 

6. Eine Reihe heibt ,,wohlgeordnet“, wenn sie keine Teilreihe vom 
Typus *w enthilt. (Jede fallende Teilreihe einer W-Reihe ist eine end- 
liche Reihe.) 

7. Ist eine W-Reihe R zerlegbar in eine Summe unter sich ahnlicher 
Stiicke P, so heiBt R ein ,,Multiplum von P*“. 

8. Betrachten wir in einer W-Reihe R, welche ein Multiplum von P 
ist, jedes Stiick P als ein einfaches Element, so heiBt die Reihe dieser 
Elemente ,,die, P-Ableitung von R“ (in Zeichen R’(P)). 

9. Hat die X-Ableitung von R kein letztes Element, dann heibt R 
ein ,,Limes von Reihen X“. 

10. Sei R eine gegebene, R, eine beliebige niedrigere W-Reihe. Ist 
dann RF stets Limes von R,, so heiBt R eine ,reine Limesreihe*. 


*) Der Einwurf, den ich in meiner Schrift ,,Das Prinzip der logischen Unab- 
hiingigkeit in der Mathematik, zugleich als Einfiihrung in die Axiomatik“, Miinchen 
1915, gegen diese Definition gemacht habe, hat in der vorliegenden Abhandlung keinen 
unmittelbaren Ansatzpunkt und wird daher im folgenden nicht weiter beriicksichtigt. 
Der Vorwurf macht ja nichts falsch und die mathematische Folgerichtigkeit wird 
durch ihn in keiner Weise gestért; er sagt nur, daB die Definition in gewisser Hin- 
sicht nicht eng genug sei. In den folgenden Uberlegungen kommt er nirgends direkt 
zur Wirkung, auch bei seiner Beriicksichtigung wiirde sich nichts am folgenden 
iindern. Ich werde bei anderer Gelegenheit diesen Punkt eingehender zur Sprache 
bringen. 


Qt. 
Mathematische Annalen. LXXIX. 3 
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11. Ist R Limes von Reihen P, so ist es auch Limes von Reihen P’, 
wenn P’< P. 


12. Irgend ein Abschnitt einer W-Reihe, der kein letztes Element hat, 
heiBt ein ,,Limesabschnitt*. Wegen Definition des Begriffes ,,Endlimes“ 
siehe 1. c. VI. 17 u. 24. 

Ist -R Limes von Reihen X und hat X den Endlimes F, dann heift 
der Endlimes von R ,von hiherer Ordnung als der Limes E“. Der Limes 
1. Ordnung heiBt ,,o*. 

Sonst wird im folgenden noch von einigen geliufigen Begriffen und 
Satzen aus der Theorie der wohlgeordneten Mengen Gebrauch gemacht. 


L. 

Satz: Zwei reine Limesreihen mit dem gleichen Endlimes sind dhnlich. 

Beweis: Seien R und R’ zwei reine Limesreihen mit dem gleichen 
Endlimes. Wire dann etwa FR’ ihnlich zu einem Abschnitte A von R, 
so ware R Limes von Reihen A, d. h. der Endlimes von R héher als der 
von A gegen die Voraussetzung. 

Satz: Haben wir eine W-Reihe R ohne letztes Element, deren Endlimes 
von hiherer Ordnung ist als alle vorhergehenden Limites, so ist sie eine reine 
Limesreihe und umgekehrt. 

Beweis: Wire R keine reine Limesreihe, also z. B. nicht Limes von 
Reihen G, wo G< R. Hat dann R eine G-Ableitung R’(G), so hat diese 
ein letztes Element. Also ist R'(G) entweder eine endliche Reihe oder 
von der Form U +E, wo U ohne letztes Element, E eine endliche Reihe. 
Im ersten Fall wiirde der Endlimes in jedem der endlich vielen Summanden 
G vorkommen, wire also nicht héher als alle vorhergehenden. Im zweiten 
Falle hatte der Abschnitt von R, dessen G-Ableitung gleich U ist, einen 
Endlimes héherer Ordnung als R. (Denn der Endlimes von R ist gleich 
dem Endlimes von G. Aber U ist Limes von Reihen G.) Beides gegen 
die Voraussetzung. — Hat nun FR keine G-Ableitung, so laBt es sich dar- 
stellen in der Form R, + G,, wo R, eine G-Ableitung hat, und G, < G. 
Macht man dann fiir R, genau die gleiche Uberlegung beziiglich der G- 
Ableitung von R,, wie oben beziiglich der G-Ableitung von RF, so findet 
man, daB stets der Endlimes nicht héher ist als alle vorhergehenden, bzw. 
daB ihm héhere vorhergehen. Beides gegen die Voraussetzung. — Ist um- 
gekehrt R eine reine Limesreihe, und ZL ein Limesabschnitt von R, so 
ist R Limes von Reihen L, d.h. der Endlimes von R héher als der von 
L, a. h. der Endlimes von R ist der héchste der Reihe. (Einfacher mittels 
des Begriffes der C-Reihe 1. c. V1. 17.) 
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Satz: Jeder Limes einer W-Reihe kann Endlimes einer reinen Limes- 
reihe sein. 

Beweis: Es sei gegeben eine W-Reihe W. L sei der ihr angehérende 
ma untersuchende Limes. Sei dann R der zu L gehérende Limesabschnitt, 
so daB ZL der Endlimes von R ist. Dann ist entweder schon R selbst 
eime reine Limesreihe, dann ist der Satz erfiillt. Ist R dagegen keine reine 
Limesreihe, so enthilt es einen héchsten Limes, der nach vorigem Satze 
nicht der Endlimes ist. Dieser héchste Limes kommt in R nur eine end- 
liche Zahl von Malen vor. Es gibt dann unter den Elementen von R, 
die so beschaffen sind, daB nach ihnen der héchste Limes nicht mehr vor- 
kommt, ein niederstes. Dieses sei e,. Dieses bestimmt einen Rest R,, der 
nur Limites enthilt, die niedriger sind als der héchste. Dann ist entweder 
R, eine reine Limesreihe oder nicht. Ist sie es, so ist der Satz erfillt; 
ist sie es nicht, so machen wir bei R, die gleiche Uberlegung wie bei R. 
Wir erhalten so einen Rest R,, der nur Limites enthilt, die niedriger 
sind als der Hiéchstlimes von R,. Die Reihe der Héchstlimites von R, 
R,, R,,--- ist eine fallende, mu also endlich sein. Nach einer endlichen 
Zahl von Anwendungen des gleichen Verfahrens muB also ein Rest R, 
kommen, der durch dieses Verfahren nicht mehr erniedrigt werden kann 
(der aber auch nicht Null ist, sonst ware der vorhergehende Schritt der 
letzte). Dieser Rest muB dann eine reine Limesreihe sein, der Z als End- 
limes hat. 

Corrolar: Ist R eine W-Reihe ohne letztes Element, und. keine reine 
Limesreihe, ihr Endlimes L, so ist stets R= K+ L, wo L eine reine 
Limesreihe mit dem Endlimes L. 

Definition: Ist ein Limesabschnitt einer W-Reihe eine reine Limes- 
reihe, so heiBe er ein ,,reiner Limesabschnitt“. 

Satz: Sei R eine reine Limesrethe, e, und e, irgend swei Elemente von 
ihr, so dap e, <e,, dann gibt es einen kleinsten reinen Limesabschnitt von 
R, dem (e, und) e, angehort. 

Beweis: Sei E, der zu e, fehiérende Abschnitt von R, so hat R’(E,) 
kein letztes Element, ist also sicher keine endliche Reihe. Dann ist R’(E,) 
entweder gleich der reinen Limesreihe 1. Ordnung w, oder gréBer als a. 
Im letzteren Fall betrachten wir den Abschnitt von R, dessen F,-Ableitung 
gleich @ ist. Dieser Abschnitt ist der gesuchte kleinste reine Limes- 
abschnitt. 

Definition: Sind e, und e, Elemente einer reinen Limesreihe R, 
dann heiBt der kleinste reine Limesabschnitt von R, dem e, und e, als Ele- 
mente angehéren ,,der zu e, und e, gehdrige Deckungslimes“ (in Zeichen 
A(e,e,), welches Zeichen auch den betreffenden Abschnitt bedeuten soll). Da- 
bei heiBe e, das Anfangselement, ¢, das Richtungselement des Deckungslimes. 
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Definition: Ist L,, L,,---, L,,--- eme gegebene w-Reihe yon W-Reihen, 
so beschaffen, daB fir i<k auch L,< L,, so sagen wir, die L, streben 
einer Grenareihe A zu, die folgenderma$en definiert ist: 

Sei L,,,—L,+ K,,,, so sei A definiert als die (nach Axiom lL. ¢. IL. 16 
existierende) Summe: A= UL, + K,+ K,+---. 


Die Elemente von A, welche die Abschnitte L,, L,,--- von A be 
stimmen, heiBen: cine A definierende Fundamentalreihe“. Durch die Funda- 
mentaireihe ist der Limes bestimmt. 

Definition: Ist A ein Abschnitt einer W-Reihe’ R und ist a das 
auf den Abschnitt unmittelbar folgende Element von R, so schreiben wir 
dies in Zeichen: A + z. 

Die Angabe des auf einen Abschnitt unmittelbar folgenden Elementes 
heiBe die Operation der Anhiingung des nichsten Elementes. 

Definition: Ist ¢,, ¢,,---,¢,--- eime Fundamentalreihe von Ele 
menten einer W-Reihe, so werde sie bezeichnet durch [e,|. Die Angabe 
des durch eine Fundamentalreihe definierten Limes heiBe die Operation der 
Limesbildung. 

Satz: Zu jedem Limes einer gegebenen W-Reihe lift sich eine defi- 
nierende Fundamentalreihe angeben 

Beweis: Wir werden diesen Beweis zunichst nur teilweise fiihren, 
die verbleibende Liicke wird darnach ausgefillt werden. Sei W die gegebene 
W-Reihe, L der zu betrachtende, ihr angehérige Limes. Dann hat nach 
vorigen Siitzen W einen reinen Limesabschnitt, dessen Endlimes LZ. ist. 
Diesen Limesabschnitt nennen wir R. 

Zuniichst zeigt sich, dab es geniigt, nachzuweisen, dab LZ in PF eine 
definierende Fundamentalreihe hat. Tritt dann Z spiter als Endlimes eines 
anderen Abschnittes R’ von W, wo R< R’, wieder auf und soll dort 
seine definierende Fundamentalreihe angegeben werden, so verfabren wir 
so: Es ist R’'= K+ L, wo ZL eine Reihe dhnlich zu R ist. Sind dann 
€,€,°--@--+ die Elemente der definierenden Fundamentalreihe in R; 
E, E,---E,--- die durch sie bestimmten Abschnitte von R, so sind die 
za den Abschnitten K+ E,, K+ E,,---, K+ E,,--- von R’ gehérigen 
Elemente von R’ eine definierende Fundamentalreihe fiir den Endlimes L 
von R’. Es geniigt daher die Betrachtung der reinen Limesreihe R. 

Seien dann ¢, und e, irgend zwei Elemente von R und ¢, <e,. Dann 
bilden wir den zu e, und e, gehdrigen Deckungslimes A(e,¢,), Fallt dann 
bereits dieser mit R (besser mit Z) zusammen, so ist, wenn FL, der zu ¢, 
gehérige Abschnitt, die Reihe der durch die Abschnitte 

E,, 2£,, 3E,,---, nE,, --- 


bestimmten Elemente eine definierende Fundamentalreihe von R. 
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Ist nun A(e,e,) << R (was sonst einzig in Betracht kommt), so nennen 
wir das auf A(e,e,) unmittelbar folgende Element ¢,, also A(e,¢,) / és. 
Ebenso bilden wir: A(e,e,) und A(e,e,) e. Sei allgemein auf diese 
Weise ein Element ¢, erreicht, so bilden wir A(e,e,)+ ¢,,,. Damit ist 
aber eine Fundamentalreihe bestimmt: 


[e]— 44 ++ +e 


n 


und durch diese ein Limes: lime, = A 


n=w 


@* 


Der Limes A,, kann dann wiederum zu L folgende Beziehungen haben: 

1. A, = R, dh. die Endlimites von A, und F sind von gleicher 
Ordnung. Dann ist die Fundamentalreihe [e,] die gesuchte Fundamental 
reihe von L. 


2. A, > R, also lime, >L. Sei dann etwa: EF, < R< L,,, (wo 
E, der zu e, gehérige Abschnitt), dann kann hiervon nur L, = R ein- 
treten, weil, wenn R zwischen FE, und FL, , lige, es nicht Limes von £, 
sein kénnte, was seiner Eigenschaft als reiner Limesreihe widerspriiche. 
Ist aber LK, = R, so ist nach Definition: A(e,e,_,) + ¢, also die Reihe: 
Bois) PE aii) °°» RE.) °°° 

eine L definierende Fundamentalreihe. 


3. A. < R. Dieser Fall ist nun weiter zu behandeln. Wir hatten: 
lim A(e@,e,) = A,,. 
k 
Wir bilden dann wiederum A, }- e¢,,, und daraus sukzessive: 
A(€,€,5) F 93 Ale eye) F Gs --* AUG Gi) a: 
m1) 


sowie lim A(e,e,,) = A 
k 


dann wiederum A,, | ¢,. Ferner: 


Ay, @yy3 Ags F Cay Age F 13 °° 3 Ava F Sen °° 
sowie lim A,, = A,,,.. 
k 
Ferner: A, AgwAnwe’** Sek? *' 
und lim A,; = Ayo usw. 
, 


Wir nennen diese Operation die Operation der sukzessiven Limes- 
bildung. Wir setzen sie beliebig fort. 

Wird dabei der Limes L erreicht oder tiberschritten, so treten die 
obigen Fille 1. und 2. ein, so daB in diesem Falle das Vorhandensein 
einer definierenden Fundamentalreihe fiir den untersuchten Limes nach- 
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gewiesen ist. Dabei tritt im Falle 2. folgende Betrachtung fiir den allge- 
meinen Fall ein: Es ist leicht zu sehen, daB von A(e,e,) ab simtliche 
durch das Symbol A(e,e,) dargestellte Limites reine Limesreihen dar- 
stellen und zwar erhalten wir, wie das obige Verfahren zeigt, auch samt- 
liche reinen Limites dabei. Gelangen wir also mit unserer Konstruktion 
bis Z oder itiber ZL hinaus, so fallt Z sicher mit einem der konstruierten 
Limites zusammen, und da diese simtlich durch Fundamentalreihen defi- 
niert sind, so erhailt damit auch JZ seine definierende Fundamentalreihe. 

Nun fehlt noch der Nachweis, dab auch jeder Limes einer gegebenen 
W-Reihe durch unsere Konstruktion erreicht werden kann. Diesen Nach- 
weis wollen wir nun gesondert fiihren. Wir fiillen damit die erwihnte 
Liicke aus. 


Il. 

Axiom: Ein Ding besteht oder besteht nicht. 

Axiom: Ein bestehendes Ding ist entweder hergestellt oder nicht 
hergestellt. Ist ein bestehendes Ding hergestellt, so besteht es durch sich 
selbst und umgekehrt. Ist ein bestehendes Ding nicht hergestellt, so be- 
steht es durch (eine Gruppe von) Bestimmungen und umgekehrt. 

Definition: Jedes bestehende Ding heiBe ,,bestimmt“. 

Definition: Besteht ein Ding durch Bestimmungen, so heiBe es 
,,wohlbestimmt. 

Axiom: Jede Bestimmung ist ein Ding. 

Axiom: Besteht ein Ding durch (eine Gruppe von) Bestimmungen, 
so besteht auch jede dieser Bestimmungen (ist ein bestehendes Ding). 

Axiom: Besteht ein Ding durch eine Gruppe von Bestimmungen, so 
bestehen auch alle tibrigen Bestimmungen des Dinges durch die Be- 
stimmungen dieser Gruppe. 

Axiom: Durch eine Gruppe von bestehenden Bestimmungen eines 
Dinges, welche so beschaffen sind, daB durch sie nicht alle iibrigen Be- 
stimmungen des Dinges bestehen, kann das Ding nicht bestehen. Bestehen 
nur die Bestimmungen dieser Gruppe, so besteht das Ding nicht. 

Satz: Ist ein Ding nicht hergestellt und nicht wohlbestimmt, so besteht 
das Ding nicht. 

Definition: Besteht ein Ding durch eine Gruppe von Bestimmungen, 
so heiBe diese Gruppe: ,,eine bestimmende Basisgruppe (von Bestimmungen) 
des Dinges.“ 

Jede Gruppe von Bestimmungen, welche bestimmende Basisgruppe 
eines Dinges sein kann, heibe ,,cine Basisgruppe von Bestimmungen des 
Dinges“. 
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Besteht keine Bestimmung dieser Gruppe durch die iibrigen Be- 
stimmungen der Gruppe, so heiBe die Gruppe eine ,kanonische Gruppe“. 

Definition: Bestehen die Bestimmungen einer bestimmenden Basis- 
gruppe eines durch Bestimmungen bestehenden Dinges durch sich selbst, 
so heiBe das Ding ,,gegeben“. 

Definition: Bestehen sie nicht durch sich selbst, so heiBt das Ding 
»D-bestimmt* (d. h. bestimmungsbestimmt). 

Satz: Kin bestehendes Ding ist B-bestimmt, wenn eine Basisgruppe der 
Bestimmungen seiner Bestimmungen hergestellt, gegeben oder B-bestimmt ist. 

Satz: Besteht ein Ding durch Bestimmungen, so ist es entweder ge- 
gehen oder B-bestimmt. 

Satz: Ist ein Ding B-bestimmt, so ist es auch wohlbestimmt und bestimmt. 

Ist ein Ding wohlbestimmt, so ist es auch bestimmt. 

Axiom: Jede Menge ist ein Ding. 

Axiom: Die Elemente der Menge sind Bestimmungen der Menge 
and zwar eine Basisgruppe von Bestimmungen. 

Satz: Sind die Elemente einer Menge bestimmt, so ist die Menge wohl- 
bestimmt. 

Satz: Sind die Elemente einer Menge gegeben, so ist die Menge wohl- 
bestimmt. 

Satz: Sind die Elemente einer Menge hergestellt, so ist die Menge ge- 
geben. 

Axiom: Ist ein bestehendes Ding wohlbestimmt, und wird von ihm 
das Bestehen einer Bestimmung logisch widerspruchslos bewiesen, so ist 
die betreffende Bestimmung bestimmt. 

Satz: Ist eine endliche Reihe bestimmt, so ist auch ihr letztes Element 
bestimmt. 

Beweis: Fiir eine endliche Reihe ist jedes Element eine Bestimmung, 
auch das letzte. Diese Bestimmung wird aus der Definition der endlichen 
Reihe als bestehend bewiesen. Also ist die Bestimmung bestimmt; d. h. 
das letzte Element einer bestimmten endlichen Reihe ist bestimmt. 

Definition: Ist eine Bestimmung gegeben, welche zu dem ersten 
Element einer w-Reihe von Elementen und darnach zu jedem weiteren 
ein unmittelbar folgendes Element bestimmt, so heiBe diese Bestimmung ein 
»Lrzeugungsprinzip“ oder eine ,,Erzeugungsregel der -Reihe“ (@-Operation). 

Axiom: Eine Basisgruppe von Bestimmungen einer w-Reihe von 
Elementen (Fundamentalreihe) sind: 

a) das erste Element, b) die Erzeugungsregel. 
NB. Im Praktischen kann jeder Fall auf diese Form gebracht werden. 
Axiom: Fir jede wohlbestimmte Fundamentalreihe ist ein kleinster 



















































48 H. Dineter 


endlicher Abschnitt bestimmt derart, daB, wenn dieser Abschnitt (durch 
seine saimtlichen Elemente) bestimmt (Bbestimmt gegeben, hergestellt) 
ist, damit jedes andere Element der Reihe bestimmt und damit auch die 
Erzeugungsregel der Reihe bestimmt (B-bestimmt gegeben, hergestellt) ist. 

Definition: Der im vorigen Axiom genannte Abschnitt heiBt ,die 
Basis der o-Reihe oder Fundamentalreihe*. 

Satz: Ist die Basis einer Fundamentaireihe B-bestimmt, so ist die 
Fundamentalreithe B-bestimmit. 

Ist die Basis einer Fundamentalrethe gegeben, so ist die Fundamental- 
rethe B-bestimmt. 

Ist die Basis einer Fundamentalreihe hergestellt, so ist die Fundamenial- 
reihe gegeben. 

Satz: Sind die Basiselemente einer Fundamentalreihe hergestellt, so ist 
keines derselben durch die iibzigen wohlbestimmt. 

, Beweis: Wire eines durch die tibrigen wohlbestimmt, so wiire die 
Fundamentalreihe bereits durch die iibrigen Basiselemente wohlbestimmt, 
also wiire die gegebene Basis nicht der kleinste derartige Abschnitt gegen 
die Definition. 

Definition: Es sei eine W-Reihe W gegeben. Es seien dann irgend 
zwei Elemente von ihr ¢, und e, (e¢,<e,) hergestellt. Es werde dann 
eine Reihe von Elementen und Limites in W durch fortgesetzte Anwen- 
dung folgender drei Operationen auf die bisher bereits durch deren Ar- 
wendung (bzw. durch Gegebensein von e¢, und e,, welches im allgemeinen 
die beiden ersten Elemente von W sein sollen) bestimmte Reihe wohl- 
bestimmt: 

1. durch die Operation der Bildung des~ Deckungslimes, wenn zwei 
Elemente hergestellt sind, wovon das zweite das héchste bisher durch die 
drei Operationen (oder durch Hergestelltsein von e, und e,) Hergestellte ist, 

2. durch die Operation der Bildung des héchsten Limes, falls durch 
Anwendung dieser drei Operationen eine diesen definierende Fundamental- 
reihe von Elementen durch Herstellung der Basiselemente gegeben ist, 

3. durch die Operation der Anhingung und Herstellung des niichsten 
Elementes, wenn ein héchster Limes durch diese drei Operationen ge- 
geben ist, 

Dabei sollen simtliche Elemente, welche nicht gegebenen Fundamen- 
talreihen (deren Basis hergestellt ist) angehéren, derart durch die fritheren 
hergestellten Elemente bestimmt sein, daB, wenn ein Element der Reihe 
nicht bestimmt ist auch kein folgendes bestimmt sein kann, indem ins- 
besondere auch alle zwischenliegenden reinen Limesabschnitte wohlbestimmt 
sind; umgekehrt sollen neue Elemente nur hergestellt werden, wenn weitere 
Elemente durch die friiheren hergestellten Elemente nicht mehr wohl- 
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bestimmt sind. Die neuhergestellten Elemente sollen auf simtliche durch 
die friiher hergestellten Elemente wohlbestimmten Elemente folgen. 

Dann heiBe die Reihe der so wohlbestimmten Elemente und Limites: 
der zu den beiden Elementen e, und e, gehirige Limesaufbau dieser W-Reihe. 

Die Tatigkeit der Bestimmung des Limesaufbaus heiBe: die Konstruk- 
tion des Limesaufbaues dieser W-Reihe. 

NB. Diese Forderungen lassen sich in der Praxis stets gewihrleisten. 
Die Beriicksichtigung der Méglichkeit von UnregelmiSigkeiten und Ab- 
weichungen wire iiberaus langwierig und verwirrend, insbesondere aber 
unndtig, da ja diese Festsetzungen durchaus von uns abhingen. Simtliche 
in Gebrauch befindlichen aufgestellten W-Reihen gehorchen diesen Forde- 
rungen. 2 

Definition: Wahlen wir fir ¢, und ¢, die beiden ersten Elemente 
der gegebenen W-Reihe W, so heiBe der entstehende Limesaufbau: der 
allgemeine Limesaufbau der W-Reihe W. Andernfalls heiBe er ,,speziell. 

Definition: Jede Fundamentalreihe, die durch die Konstruktion 
des (allgemeinen) Limesaufbaues einer W-Reihe gegeben ist, (deren Basis 
also hergestellt ist) heiBe eine ,fiir diese Konstruktion benutzte Fumda- 
mentalrethe“. 

Definition: Die Reihe der letzten Basiselemente der bei der Kon- 
struktion eines Limesaufbaues einer W-Reihe benutzten Fundamentalreihen 
heiBe ,die Rethe der Abbruchelemente*, kurz ,,Abbruchreihe*. Das letzte 
Basiselement einer benutzten Fundamentalreihe heiBe ,das Abbruchelement 
dieser Fundamentalreihe“. 

Satz: Ist ein Limesaufbau gegeben, so ist seine Abbruchreihe bestimmt. 

Beweis: Im Falle eines allgemeinen oder speziellen Limesaufbaues 
sind die durch die drei Operationen aufgebauten, fiir den Limesaufbau be- 
nutzten Fundamentalreihen nach der Definition des Limesaufbaues durch 
die Herstellung ihrer Basis wohlbestimmt. Es ist die Basis jeder dieser 
Fundamentalreihen bestimmt, also auch jeweils das letzte Element dieser 
Basis. Damit ist aber jedes Element der Abbruchreihe bestimmt und da- 
mit die Reihe selbst. 

Corrolar: Ist ein Limesaufbau gegeben, so sind simtliche Abbruch- 
elemente bestimmt. 

Satz: Die Abbruchreihe eines Limesaufbaues einer gegebenen W-Reihe 
enthiilt keine Teilreihe vom Typus *o. 

Beweis: Weil die Abbruchreihe Teilreihe einer W-Reihe ist. 

Satz: Die Basiselemente der zur Konstruktion des Limesaufbaues einer 
W-Reihe benutzten Fundamentalreihen bilden eine kanonische Basisgruppe 
von Bestimmungen des Limesaufbaues. 


Mathematische Annalen. LX XIX. 4 
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Beweis: Keines dieser Elemente ist durch die ibrigen wohlbestimmt, 
durch sie aber sind simtliche tibrigen Elemente des Limesaufbaues wohl- 
bestimmt. 

Satz: Sind die Basiselemente der zur Konstruktion eines Limesauf baues 
einer W-Reihe benutzten Fundamentalreihen hergestellt, so ist der Limesauf- 
bau gegeben. Auch wenn nur diese hergestellt sind. 

Beweis: Diese bilden eine Basisgruppe von Bestimmungen des Limes- 
aufbaues und zwar eine kanonische. 

Satz: Enthdlt die Basisgruppe von Bestimmungen eines Limesaufbaues 
nur hergestellte Elemente, sind aber nicht siimtliche Elemente einer kanoni- 
schen Basisgruppe von Elementen bestimmt, so ist der Limesaufbau nicht 
gegeben. 

Beweis: Weil keine Basisgruppe von Bestimmungen des Limesauf- 
baues bestimmt ist. 

Satz: Die Abbruchreihe A eines gegebenen Limesaufbaues L einer ge- 
gebenen W-Reihe W enthilt keine w-Reihe als Teilrethe. 

Beweis: Angenommen, A enthalte ein Stiick vom Typus w. Da der 
Limesaufbau gegeben, so ist die Abbruchreihe bestimmt. Da also dieses 
Stiick (Abschnitt) von A eine bestimmte Fundamentalreihe F wire, so 
wire deren Basis bestimmt, sowie deren letztes Element /. Sei dann F 
der durch die Fundamentalreihe F' bestimmte Limes, e, das erste Element 
des Limesaufbaues. Dann wiiren nach Bestimmung des Limesaufbaues so- 
weit, daB die Abbruchreihe gleich F’ ist, gemaB der Definition des Limes- 
aufbaues jetzt die dort genannten Operationen zum Aufbau des Limesauf- 
baues weiter anzuwenden. Dies gibt (mach friiherer Bezeichnung) F'}- q, 
ferner A(¢,q) usw. Die auf F im Limesaufbau folgende, zum Limesauf- 
bau benvtzte Fundamentalreihe F” enthilt dann als erstes Element e¢,, als 
zweites Element aber entweder das Element g oder ein spiiteres Element 
als g. Sei dann /’ das Abbruchelement von F’, dann ist /’ das auf / un- 
mittelbar folgende Abbruchelement. Also sind siimtliche Elemente z von 
F, fir welche |< x, auch so beschaffen, dab z <q, d. h. diese Elemente 
x liegen zwischen den beiden unmittelbar folgenden Abbruchelementen / 
und J’, sind also keine Abbruchelemente gegen die Voraussetzung. Daher 
kann die Abbruchreihe niemals eine w-Reihe sein, auch nicht eine solche 
als Stiick oder Teilreihe enthalten. 

Satz: Die Abbruchreihe eines gegebenen Limesaufbaues ist eine end- 
liche Reihe. 

Beweis: Da sie weder eine Teilreihe yom Typus noch vom Typus 
*@ enthilt. 


Definition: Haben wir eine gegebene W-Reihe W und haben wir 
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einen allgemeinen Limesaufbau Z derselben derart, daS unter den durch 
den Limesaufbau bestimmten Limites sich der héchste Limes H von W 
befindet, so sagen wir, der Limesaufbau sei ,,der zu W gehirige allgemeine 
Timesauf bau“. 

Ist W eine Limesreihe, dann heiBe der zu W gehdrige allgemeine 
Limesaufbau ,der W deckende Limesaufbau“. 

Satz: Jeder Endlimes einer reinen Limesreihe, welche einen deckenden 
Limesaufbau hat, hat eine definierende Fundamentalreihe. 

Beweis: Nach dem oben teilweise bewiesenen Satze hat jeder Limes, 
der von dem Limesaufbau erreicht wird, eine definierende Fundamental- 
reihe. Dieser Fall liegt hier vor. 

Definition: Es seien zwei Elemente e, und e, hergestellt, wo e,<e,, 
derart, daB e, und e, die Basis einer w-Reihe bilden. Es werde dann eine 
W-Reihe gegeben; indem folgende Operationen fortgesetzt ausgeiibt werden: 

1. Die Operation der Bildung des Deckungslimes, wenn zwei Elemente 
hergestellt sind, wovon das zweite das héchste bisher durch die drei 
Operationen (oder durch Hergestelltsein von ¢, und e,) Hergestellte ist. 

2. Die Operation der Bildung des héchsten Limes, falls durch An- 
wendung dieser drei Operationen eine diesen definierende Fundamental- 
reihe von Elementen durch Herstellung der Basiselemente gegeben ist. 

3. Die Operation der Anhangung und Herstellung des niichsten Ele- 
mentes, wenn ein héchster Limes durch diese drei Operationen gegeben ist. 

Dabei sollen simtliche Elemente, welche nicht gegebenen Fundamen- 
talreihen (deren Basis hergestellt ist) angehéren, durch die friiheren her- 
gestellten Elemente derart bestimmt sein, dab, wenn ein Element der 
Reihe nicht bestimmt ist, auch kein folgendes bestimmt sein kann, indem 
insbesondere auch alle zwischenliegenden reinen Limesabschnitte wohl- 
bestimmt sind; umgekehrt sollen neue Elemente nur hergestellt werden, 
wenn weitere Elemente durch die friiheren hergestellten Elemente nicht 
mehr wohlbestimmt sind. Die neuhergestellten Elemente sollen auf simt- 
liche durch die friiher hergestellten Elemente bestimmten Elemente folgen- 

Dann heiBe eine solche W-Reihe eine ,konstruktive W-Reihe. — 

NB. Hier ist die gleiche Bemerkung anzufiigen, wie bei der Definition 
des Limesaufbaues. 

NB. Hier tritt fortgesetzt der Fall auf, daB die Basis einer Funda- 
mentalreihe aus zwei Elementen besteht. Dies ist z. B. immer der Fall, 
wenn jedes Element der Fundamentalreihe durch das unmittelbar vorher- 
gehende in gleicher Weise wohlbestimmt ist, wie das zweite Element der 
Reihe durch das erste. 

NB. Es ist klar, daB die vorstehend genannten drei Operationen auch 
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die Cantorschen beiden Erzeugungsprinzipien der 2. Zablenklasse ein- 
‘sehlieBen bzw. mit ihnen zusammenfallen. 

Satz: Ist eine konstruktive W-Reihe gegeben, so ist gleichzeitig ein zu- 
gehiriger deckender Limesaufbau gegeben. Umgekehrt kann zu jedem ge- 
gebenen Limesaufbau einer W- Reihe eine konstruktive W-Reihe konstruiert 
werden, welché von dem Limesaufbau gedeckt wird. 

Beweis: Nach den Definitionen des Limesaufbaues und der konstruk- 
tiven W-Reihen sind in beiden Fallen die Operationen identisch. 

Corrolare: Jede konstruktive W-Reihe hat ein endliche Abbruchreihe. 

Jeder Limes einer konstruktiven W-Reihe hat eine definierende Fun- 
damentalreihe. 

NB. Uberhaupt iibertragen sich damit saimtliche fiir den Limesaufbau 
aufgestellten Begriffsbildungen auf die konstruktiven W-Reihen. 

Satz: Ein gemdf der 3. Operation der Definition der konstruktiven 
W-Reithen an eine gegebene konstruklive W-Reihe etwa anzuhiingendes und 
herzustellendes niéichstes Element (die konstruktive W-Reihe endigt also in 
diesem Falle naturgemaéB mit einem Limes) ist durch die vorhergehenden 
Elemente nicht wohlbestimmt. 

Beweis: Wire es wohlbestimmt, so diirfie nach Definition der kon- 
struktiven W-Reihen die 3. Operation noch nicht angewandt werden. 

Satz: Die konstruktiven W-Reihen fallen mit den W-Reihen der Cantor- 
schen zweiten Zahlenklasse zusammen. 

Beweis: Die konstruktiven W-Reihen werden durch die fiir die Z(Il) 
charakteristischen beiden Erzeugungsprinzipien aufgebaut. AuBerdem hat 
jeder Limes derselben eine definierende Fundamentalreihe. 

Satz: Haben wir eine gegebene lonstruktive W-Reihe K (die also eine 
endi:the Abbruchrethe hat) und stellen ein neues Element Q her, mit der 
Bestimmung, da Q das erste Element sei, das einen Abschnitt mit nicht 
endlich vielen Albruchelementen bestimmt, so kinnen die Elemente einer 
solchen W-Reihe niemals siimtlich bestimmt sein, die W-Reihe kann nicht 
gegeben sein. 

Beweis: Setzen wir K fort bis zum niichsten héchsten Limes, baw. 
denkén wir uns es soweit fortgesetzt, so ist das auf diesen folgende Ele- 
ment nicht bestimmt (nach Friiherem). Also auch die Fundamentalreihe 
nicht gegeben oder wohlbestimmt, in der dieses Element Basiselement ist 
usw. Da dieses Element einer kanonischen Basisgruppe von Bestimmungen 
der fortgesetzten W-Reihe angehéren wiirde, aber nicht bestimmt ist, so 
ist die W-Reihe nicht gegeben. 

Corrolar: Das in diesem Falle hergestellte Element Q ist also nicht 
unterscheidbar von dem nichsten, auf den héchsten Limes der konstruk- 
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tiven W-Reihe, wenn diese eventuell soweit fortgesetzt gedacht wird, fol- 
genden und gemaB der 3. Operation hergestellten Element. 

Satz: Die zwischen einer gegebenen konstruktiven W-Reihe K und 
dem neu hergestellten Elemente Q des vorigen Satzes liegenden Elemente be- 
stehen nicht. 

Beweis: Sie sind weder wohlbestimmt noch hergestellt. 

Satz: W-Reihen von hiherer Miichtigkeit als der abzdhlbaren kinnen 
niemals durch Fortsetzung des konstruktiven Limesaufbaues, d. h. durch Her- 
stellung einer Busisgruppe von bestimmenden Elementen gegeben sein. 

. Beweis: Weil die Abbruchreihe immer endlich sein muB und nur 
Zahlen der Z(Il) auf diese Weise gegeben werden kénnen. . 

NB. Man kann unschwer durch Hinzufiigung einiger noch abstrak- 
terer Begriffsbestimmungen zu den vorstehenden Formulierungen dann 
auch noch beweisen, dab W-Reihen héherer Machtigkeiten auch nicht auf 
anderen Wegen. als durch Herstellung einer Basisgruppe von bestimmen- 
den Elementen, d.h. also iiberhaupt nicht-gegeben sein kénnen. Wir be- 
gniigen uns fiir diesmal mit dem Vorstehenden. Die dazu nétigen, etwas 
angewohnten Formulierungen werden eiper breiteren Basis bediirfen. 

Satz: Es kann niemals eine Wohlordnung des Kontinuums durch Her 
stellung von Elementen gegeben sein. 


ILL. 


Ich fiige noch einige Bemerkungen hinzu. Ich habe zuerst in Weiter- 
fihrung der in meiner Habilitationsschrift gegebenen Uberlegungen’ im 
Vorstehenden einige Siitze iiber den allgemeinen Limescharakter der W- 
Reihen aufgestellt. Es wird dann der Beweis, dab jeder Limes eine defi 
nierende Fundamentalreihe hat, zum Teil durchgefiihrt. Es bleibt zu unter- 
suchen, wie weit dieser Satz Geltung hat. Diese Uberlegung laBt sich 
offenbar (siehe auch |. c. VI.32) mit den allgemeinen formalen Uber- 
legungen fiber W-Reihen allein nicht durchfiihren. Es kommen vielmehr 
hier ,,Existenzbetrachtungen“ in Frage. Solche sind uns etwas Ungewohntes 
in diesen Teilen der Mathematik, wahrend sie in der Geometrie der Griechen 
und auch in unserer Analysis eine groBe Rolle spielen. Diese wichtigen 
Dinge sind hier bisher véllig unsystematisch und nebenbei behandelt 
worden und aufer einigen kritischen Betrachtungen G. Freges ist wenig 
dariiber gesagt worden. (Auch wo diese Fragen eine Rolle spielen, z. B. 
in der Analysis, liegt ihre systematische Behandlung sehr im Argen). 

Es geschieht hier, soviel ich weiB, zum ersten Male, daB diese sehr 
abstrakten Begriffe des ,,bestimmt, gegeben, hergestellt“, deren Behand- 
lung bisher fast ausschlieBlich der Philosophie tiberlassen war, und die 
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auch in der Mathematik nur sozusagen zwischen den Zeilen ein ginzlick 
gesetzloses, quallenhaftes (Pringsheim) Dasein fihrten, in konziser axio- 
matischer Fassung auftreten. Was ich an Axiomen und Definitionen dar- 
iiber gebe, ist lediglich ein fiir den vorliegenden Zweck angepaBter Teil 
eines ausgedehnten und iiberaus wichtigen und fundamentalen Unter- 
suchungsgebietes der Axiomatik, das ich als ,,Dinglehre“ bezeichne, und 
iiber das ich demnichst ausfiihrlicher berichten werde. 

Teil I] der vorstehenden Untersuchung stellt sozusagen eine Axio- 
matisierung desjenigen Teiles der Cantorschen Forschungen dar, welcher 
sich auf die Aufstellung der Ordnungszahlen bezieht, speziell in Richtung 
auf die ,Existenz“. Cantor hat diese Untersuchung im wesentlichen an 
die Aufstellung einer speziellen Bezeichnung dieser Zahlen angeschlossen, 
und ist dabei zu weitgehenden Konsequenzen gelangt, die natiirlich nicht 
als endgiiltig gesichert betrachtet werden konnten, solange die Existenz- 
frage nicht geklart war. 

Es ist klar, daB mit den genannten Existenzbetrachtungen der Ge- 
sichtspunkt der ,,Bezeichnung“ eng zusammenhiingt. Hessenberg hatte e- 
merkt, daB zur Aufstellung der Zahlen der Z(I]) in Cantorscher Bezeich- 
nung die Einfihrung immer neuer Zeichen notwendig sei. Ich selbst 
habe |. c. den Nachweis gefiihrt, dab dies bei jeder méglichen Bezeichnung 
zutreffe. 

Wollen wir eine Bezeichnung der W-Reihen von Anfang an fest 
setzen, so geschieht dies, indem wir die Regeln angeben, nach denen die 
Bezeichnung aufgestellt wird. Dann sind aber — vom allgemeinen Stand- 
punkt betrachtet — diese Regeln nichts anderes als Operationen zur Er- 
zeugung von Limites, und damit ist schon gesagt, daB sie sich erschépfen 
miissen, und stets neue Regeln notwendig machen. Es ist dies in voll- 
kommener Analogie zur Herstellung von Basiselementen von immer neuen 
benutzten Fundamentalreihen in unserem Limesaufbau. 

Ich verweise fiir die Frage der Bezeichnung auf den zweiten Teil (B) 
meiner Habilitationsschrift. 

Man hat sich in der Lehre von den wohlgeordneten Mengen bisher 
vielfach mit demjenigen Teile begniigt, den man den ,,formalen“ nennen 
kénnte, d. h. man hat weitergearbeitet ohne die Fragen der Existenz in 
nahere Beriicksichtigung zu ziehen. Man ist in der Mathematik in ahn- 
lichen Fallen schon mehrfach zu Folgerungen gelangt, welche sich nach- 
her nicht vdéllig aufrecht erhalten lieben. Vor derartigen Folgerungen 
ware man nur durch eine absolut reinliche Scheidung zwischen formalen 
und existenzmaBigen Uberlegungen bewahrt geblieben, doch waren die 
Mittel dazu noch nicht vorhanden. Bekannt ist die formelle, d.h. unrein- 
lich formelle Behandlung der divergenten Reihen, welche derartige Konse- 





yen 





Uber wohlgeordnete Mengen 55 


quenzen nach sich zog, ebenso gewisse Anschauungen iiber den Kurven- 
begriff usw.*) 

Zuletzt aber mége noch der Umstand hervorgehoben sein, daB die 
Mengenlehre, auf deren Bahnen Georg Cantor uns fiihrte, immer neve 
und immer weitergreifende Anregungen und EntwickelunganstéBe bringt 
und bringen wird, zumal, wo sie mit der Axiomatik zusammenflieBt (be- 
sonders auch in methodologischer Hinsicht). 


Augsburg, Dezember 1917. 


*) Ich habe kiirzlich ausfihrlicher zu zeigen begonnen, wie eine reinliche (axio- 
matische) Scheidung des Formalen etwa auszufiihren wire, um derartige Fille von 
dieser Seite her allgemein zu klaren. (Siehe: ,,Das Prinzip der logischen Unabhingig- 
keit in der Mathematik, zugleich als Einfiihrung in die Axiomatik“, Miinchen 1915.) 





W. Scumeipier 


Zur Theorie der primaren Punktmoduln. 
Von 


Weener ScoMeIDter in Gittingen. 


Einleitung. 


Herr Lasker hat in der Arbeit ,Zur Theorie der Moduln und Ideale“ 
(Math. Annalen Bd. 60, 1905, 8. 20—116) durch eine allgemeine Formu- 
lierung des Noether-Dedekindschen Fundamentalsatzes der Modultheorie 
die Untersuchung eines beliebigen Moduls zuriickgefiihrt auf die der ,,pri- 
miren“ Modaln, deren genauere Erforschung daher ein besonderes Inter- 
esse besitzt. Die vorliegende Arbeit bescbiftigt sich mit solechen Modula 
in dem einfachen Falle, daB die Funktionen des Moduls nur in einem ein- 
zigen Punkte simtlich verschwinden*) und gelangt zu einer feineren Zer- 
spaltung derselben auf Grund eines Aquivalenzbegriffes, der im Keim schon 
bei Kronecker**) angedeutet ist, und der dann von Herrn Fub in seiner Disser- 
tation***) ausdriicklich formuliert worden ist. Hierbei tritt die von der 
Gesamtheit der Restklassen des Moduls gebildete Gruppe hyperkomplexer 
GréBen in den Vordergrund; zwei Moduln werden aquivalent genannt und zu 
derselben ,,Klasse“ gerechnet, wenn die zugehérigen Gruppen der Restklassen 
zueinander isomorph sind. Diese Begriffsbildung entspricht genau derjenigen, 
die Herr Steinitz (,,Zur Theorie der Moduln“, Math. Annalen, Bd. 52, 1899, 
S. 17) fiir den ,.lsomorphismus* zweier zahlentheoretischer Moduln gegeben 
hat. Es handelt sich also, genauer gesprochen, um eine Zerlegung nicht der 
Moduln selbst, sondern der zugehérigen Klassen, die auf der Zerlegung 

*) Jedes Wertsystem der Variablen heiBt ein ,.Punkt*; die Funktionen des Mo- 
duls sind im allgemeinen unhomogen. Hierin und beziiglich der Definition des pri- 
miiren Modul folge ich Macaulay (On the Resolution of a given Modular System into 
Primary Systems including some Properties of Hilbert Numbers, Math. Annalen Bd. 74, 
1913, 8. 66—121). 

**) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GréBen, Fest- 
schrift 1882, S. 74, ferner ,,Zur Theorie der allgemeinen komplexen Zahlen und der 
Modulsysteme“, Sitzgsber. der Berliner Akad. 1888, S. 429—438, 447—465. 557—578. 

***) Modulsysteme und héhere komplexe kommutative Zahlsysteme, Kiel 1913, 
8. 68f. 
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der entsprechenden Gruppen hyperkomplexer GréBen beruht. Diese Gruppen 
sind fiir die betrachteten Moduln nach Kronecker von endlicher Ordnung 
and nach Herrn FuB irreduzibel. Die Zerlegung solcher Gruppen habe ich 
nun in meiner Dissertation*) untersucht und fiir den Fall der ,homo- 
genen“ Gruppen die Eindeutigkeit der Zerlegung in unzerlegbare Fak- 
toren bewiesen. Dies liefert ein entsprechendes Resultat fiir solche Klassen, 
in denen es einen homogenen Modul gibt, und die man daher selbst wohl 
als ,homogene“ Klassen bezeichnen darf. 

Der erste Abschnitt der Arbeit enthalt in § 1 nach einigen Vor- 
bereitungen die Aufstellung gewisser bemerkenswerter Invarianten der 
Klasse; insbesondere erweisen sich die Hilbertschen Zahlen des Moduls, 
wenn sie fiir unhomogene Moduln entsprechend verallgemeinert definiert 
werden, als solche Invarianten. Zum Beweise dieser Tatsache benutze ich 
eine ,.Normalform“ des Moduls, die der ,,standard form of dialytic equa- 
tions“ bei Macaulay (a. a. O. S. 77) entspricht. In § 2 wird die Frage 
nach dem Zusammenhang zweier beliebiger fquivalenten primiren Punkt- 
moduln im Sinne einer birationalen Verwandtschaft beantwortet. Der 
zweite Abschnitt endlich zeigt, wie sich aus zwei Modulklassen eine dritte 
zusammensetzen laBt, die dem Produkt der zugehérigen Gruppen hyper- 
komplexer Gré§en entspricht, und wie umgekehrt die Zerlegung der 
Klassen auf diejenige der Gruppen gegriindet werden kann. Auf Grund 
des véllig eineindeutigen Entsprechens kann dann der Zerlegungssatz fir 
homogene Klassen ohne nochmaligen Beweis direkt ausgesprochen werden. 

Unter ,,Funktion“ ist in der Arbeit stets ein Polynom mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten zu verstehen, unter ,,Form“ eine homogene Funk- 


tion. Wie bei Macaulay bedeute O(z,,---, z,,) den Modul (z,, ---, x), 
O*(x,,---, Z,) den aus der Gesamtheit aller Potenzprodukte «*" Grades 
yon 2,,---, Z,, erzeugten Modul. 
L 
§ 1. 
Es sei 
(1 M = M(x, --+, x,,) 


ein Punktmodul, dessen Funktionen nur einen einzigen Punkt (E,, «+ Ems) 
gemein haben. Bekanntlich ist jeder derartige Modul primar**); d. h. ist 
A(a,,--+, Z,) eine Funktion, die nicht durch (x, — &,, ---, La — §,) teil- 


bar ist, X(z,,---, %,,) eine beliebige Funktion, so folgt aus 


*) Uber homogene kommutative Gruppen hyperkomplexer GréSen und ihre Zer- 
legung in unzerlegbare Faktoren, Gittingen 1917; im Text zitiert mit Diss. 

**) Dies folgt aus dem Fundamentalsatze, angewandt auf den aus Mt entstehen- 
den homogenen Modul von m + 1 Variablen, mit Hilfe einer kurzen Uberlegung. Siehe 
im tibrigen S. 5. 


Mathematische Annalen. LX XIX. q~ 









































58 W. Scumemw.er 
AX=0modM stets X=0 mod M. 
Wir bezeichnen daher den Modul (1) als ,,primdren Punktmodul“. 

Wir beschiftigen uns nun mit der Gesamtheit der ,,Restklassen 
mod I“. Diese wird durch ein System solcher Funktionen von 2,, -- -, x, 
dargestellt, die mod Yt voneinander verschieden sind, waihrend jede Funk- 
tion von z,,---, #,, einer und daher nur einer der Funktionen des Systemes 
mod Yt kongruent ist. Jede Funktion des Systems kann dabei durch 
Hinzufiigung einer Funktion des Moduls (1) abgeiindert werden, ohne dab 
sich die dadurch reprisentierte Restklasse andert. 

Es seien nun f,,---, £,, die durch die Funktionen z,,---, x, dar- 
gestellten Restklassen; dann folgt aus den einfachsten Eigenschaften der 
Kongruenzen, da die durch die Funktion Ffz,,---, ,,) dargestellte Rest- 
klasse mit F(r,,---, t,,) bezeichnet werden kann. Fiir die Restklassen 
mod J ist daher Summe und Produkt sowie die Multiplikation mit einer 
gewohnlichen komplexen Zahl definiert, auch gibt es genau eine Rest- 
klasse, deren Produkt mit jeder Restklasse diese reproduziert, nimlich die 
durch die Zahl 1 erzeugte Restklasse, die wir selbst mit 1 bezeichuen; 
endlich gilt das assoziative, kommutative und distributive Gesetz der Ad- 
dition bzw. Multiplikation. Die betrachtete Gesamtheit bildet daher eine 
kommutative ,,Gruppe hyperkomplexer Gripen“, bei der allerdings die Ord- 
nung, d. h. die Maximalanzahl eines Systems von linear unabhingigen Ele- 
menten, a priori unendlich sein kénnte. Wir bezeichnen diese Gruppe mit ¥. 

Nach einem bekannten Satze von Herrn Hilbert*) ist nun, wenn h 


die ,,Charakteristik des Wurzelsystems (&,, ---, &,)“**) ist 

(2) (x, 7 E, ion (Ln, _— 2 pm = 0 mod M \@, + lie + Qn ” h T 1 5 
also 

(3) (x, = &,) eee (c. —§,)*m = ( (a, +---+a,—h+1) 


fiir jedes nichtnegative, ganzzahlige Wertsystem «,,---, «,, mit der Summeh+ 1. 

Hieraus folgt sofort, daB die Gruppe & von endlicher Ordnung ist, 
weil nach (2) jede Funktion von 2,,---, z,,, nach Potenzprodukten von 
Zz, — &,°-*, #,, — §,, umgeordnet, einer linearen Verbindung der endlich 


j Funkti - ' na r. 
vielen Funktionen (x, —&,)% +++ (a, —&,)m (ey +--+ +a, <i) 
mod It kongruent ist, jede GréBe der Gruppe A also durch die GréBen 
(4) (tr, —&)™ +++ C.— 8) (a +-+++ a, <h) 


linear dargestéllt werden kann.***) 


"7 Uber die vollen Invariantensysteme, Math. Annalen 42, 1893, S. 320. 

**) J. Kinig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen GriéSeu, 
Leipzig 1908, VII, 13 und 14. 
***) Fiir jede von Null verschiedene GréBe ¢ der Gruppe setzen wir r°=1 
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Ferner ist & irreduzibel. Denn die GréBen (4) sind, abgesehen von 
dem Wertsysteme «, = 0,---,a,,—0, nach (3) lauter ,,WurzelgréBen“, 
d.h. GréBen, von denen eine Potenz verschwindet*); eine ,,Wurzelgruppe 
mit Haupteinheit“ ist aber irreduzibel. Die Zahl h ist die Dimension“ 
der Gruppe U**), ihre Ordnung p stimmt iiberein mit der ,,Vielfachheit“ 
des Moduls.***) 

Sei jetzt umgekehrt eine irreduzible kommutative Gruppe hyperkom- 
plexer GréBen von endlicher Ordnung vorgelegt. Dann gibt es in der 
Gruppe ein System von endlich vielen GréBen, durch die sich jede GréBe 
der Gruppe ganz rational darstellen laBt, z. B. eine Basis der Gruppe. Sei 


nun f,,°--,Z,, irgend ein solches System, also nicht notwendig eine Basis. 
Dann gibt es bekanntlich zu jedem ¢, eine gewéhnliche komplexe Zahl &,, 


so dab r,—&, eine WurzelgréBe ist. Ist dann h die Dimension der 


Gruppe, so ist 

(5) (x, —§&)'t! =O (i=1,---, m). 
Nun betrachten wir die Gesamtheit der Darstellungen der GréBe Null 
durch die GréBen y,,---, 1x,,. Diese Funktionen von 1,,---, r,, bilden 
einen Modul Xt, wenn wir an Stelle von r,,---,2,, die Variablen z,, ---, z,, 
setzen; umgekehrt kann die gegebene Gruppe als Gruppe der Restklassen 
dieses Moduls aufgefaBt werden, wenn 1,,---, 12, als Restklassen von 


%,°**, «,, aufgefaBt werden. Denn zwischen t,,---, §, bestehen ja die- 


m 
selben Beziehungen, wie zwischen den Funktionen 2,,---, 2, mod M. 
Da nach (5) die Funktionen (x;—&,)'+* (i=—1,---,m) zu MW gehéren, so 
kommt als gemeinsame Nullstelle aller Funktionen von Yt héchstens der 
Punkt &,,---, &, in Betracht. .Andererseits verschwindet auch jede Funk- 
tion von WN fiir z,—§,---, x, = §,,. Da niimlich eine lineare Beziehung 
zwischen der Haupteinheit und GréBen der Wurzelgruppe unméglich ist, 
so ist eine Darstellung der GréBe Null yon der Form 


a + Sb(r, —§,)™--- (,—§,)™ = 0 
nur méglich fiir a = 0. 

Ferner ist Qi primar. Denn sei A(z,,---,2,,) irgend eine Funktion, 
die nicht = 0 ist mod (a, —§,,---, x, —§&,), so ist r= A(z,,---,Z,,) eine 
GréBe der Gruppe, die keine WurzelgréBe ist. Dann existiert bekanntlich 
stets eine GréBe y, sodaB yy = 1 ist. Sei y = B(z,,---, Z,,); dann ist 
AB —1 eine Darstellung der GréBe Null; also 


(6) A(2,, +++; %,) B(a,, +++; %_) = 1 mod M. 


*) Umgekehrt ist jede Wurzelgré8e als lineare Verbindung dieser GréBen (4) dar- 
stellbar. Dies wird spiiter oft benutzt werden. 
**) Diss., 8. 14. ° 
**) Macaulay, a. a. O. 8. 82. 
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Ist nun X irgend eine Funktion von z,,---, z,,, so folgt aus 
AX=0modM wegen (6) stetts X=0 modM 

Hiermit ist auf Grund der einfachsten Eigenschaften der Gruppe aufs 

neue verifiziert, daB jeder Modul (1) primir ist, und zugleich folgender 

Satz bewiesen: 

Satz I: Zu jedem priméren Punktmodul gehirt als Gruppe der Rest- 
klassen eine irreduzible kommutative Gruppe hyperkomplexer GriBen von 
endlicher Ordnung. Umgekehrt sind alle Moduln, deren Gruppe der Rest- 
klassen eine bestimmte derartige Gruppe ist, primdre Punktmoduln.*) Alle 
diese Moduln haben dieselbe Charakteristik h, niimlich die Dimension der 
Gruppe, und dieselbe Vielfachheit u, niimlich die Ordnung der Gruppe. 

Jedesmal ist dabei die gegebene Gruppe als die Gruppe der Rest- 
klassen des betreffenden Moduls aufzufassen; das kann aber offenbar auch 
stets dann geschehen, wenn die zu den verschiedenen Moduln gehérenden 
Gruppen nicht als identisch, sondern nur ais ,,isomorph“ vorausgesetzt 
werden. Dabei bedeutet die Isomorphie zweier Gruppen, daB sich jeder 
GréBe der einen Gruppe eine GréBe der andern Gruppe derart einein- 
deutig zuordnen laéBt, daB der Summe und dem Produkt zweier GréBen 
der einen Gruppe die Summe und das Produkt der zugeordneten GréBen 
der andern Gruppe zugeordnet sind. Wir werden somit dazu gefiihrt, zwei 
Moduln, deren Grgppen der Restklassen zueinander isomorph sind, als 
nicht wesentlich verschieden anzusehen und gelangen zu folgender Fest- 
setzung, bei der die drei bekannten Postulate jeder Aquivalenzdefinition 
gewiB erfiillt sind: 

Definition 1**) Es seien M — M(x, ;---, x,,) und N= N(y,, --+, y,) 
zwei Moduln im Bereiche der Variablen x,,---, x,, und y,,-+-, Y,; @S Sei 
WU die Gruppe der Restklassen aller Funktionen von 2,,---, x, mod MN, 
B die Gruppe der Restklassen aller Funktionen von y,, ---, y, mod R, und 
es sei U isomorph zu B. Dann heift M aquivalent zu N, in Zeichen: 
M~ Nz 

Es gilt somit folgender Satz: 

Satz Il: Alle zu einem primdren Punktmodul dquivalenten Moduln 
sind ebenfalls primdre Punktmoduln. 

Vereinigen wir nun alle diese zueinander aquivalenten Moduln zu einer 
»Klasse“ von Moduln, so werden wir vor allem nach’ weiteren Invarianten 
dieser Klasse fragen. Alle Eigenschaften der Moduln einer Klasse, die zu- 
gleich als Eigenschaften der zugehérigen — abstrakt aufgefabten — 


*) Vgl. FuB a. a. O., Satz VL 
**) Vgl. FuB a. a. O., S. 68f. — Zur Aussprache der obigen Definition ist nicht 
notwendig, daS die Gruppen & und % von endlicher Ordnung sind. 
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Gruppe sind, sind solche Invarianten; insbesondere also nach Satz I die 
Zahlen Ah und uw. 

Um ein System weiterer Invarianten zu finden, denken wir uns in 
dem Modul (1), von dem wir wiederum ausgehen, alle Funktionen nach 
Potenzen von 2, — &,,--+, %,, — §,, umgeordnet, wodurch in diesen neuen 
Variablen fiir jede Funktion des Moduls der Grad des niedrigsten vor- 
kommenden homogenen Bestandteils*) >1 wird. Wir ordnen nun die 
Funktionen von Yt nach wachsenden Untergraden; unter allen zu M ge- 
hérigen Funktionen des Untergrades a gibt es eine Maximalanzahl p, von 
solehen Funktionen, fiir die auch’ jede lineare Verbindung vom Unter- 
grad « ist, so daB also fiir je p,+ 1 zum Modul gehérige Funktionen 
des Untergrades « stets eine lineare Verbindung vom Untergrad > a 
existiert; diese Zahl p, ist fiir jedes « =0,1,--- eine fir den Modul 
charakteristische Zahl > 0, von einer Stelle an > 0**). Es sei nun 
(7) FF’, Fe, +++, Fee (a =1, 2,---) 


ein solches System von Funktionen von It, das wir fiir die Zwecke dieser 
Arbeit als eine ,Normalform“ von YM bezeichnen. Natiirlich bedeutet 
diese Bezeichnungsweise, daB fiir p,—0O keine Funktion des Unter- 
grades « in das System (7) aufgenommen werden soll. Speziell gehért fiir 
«>h-+ 1 wegen (2) jedes Potenzprodukt der Dimension « zu It; daher 
ist p,,,—p(m,h+y) fir y=—1, 2,---, wo o(m,a) die Anzahl aller 
Potenzprodukte «** Dimension in m Variablen bedeutet. Wir kénnen und 
wollen nun fir die Werte a>h+1 alle diese Potenzprodukte selbst, 
oder wenigstens Formen dieser Grade in die Normalform (7) aufnehmen. 
Dann liBt sich durch einen InduktionsschluB leicht zeigen, dab jede Funk- 
tion des Moduls eine lineare Verbindung der Funktionen (7) ist. 


Setzt man nun r, = (m, «) —p, (a= 0, 1,-+:), 


sodaB also speziell 
8) yy = 0 (y= 1, 2,-++) 


ist, so geben die hiermit definierten ,,Hilbertschen Zahlen“ r, des Moduls***) 
die Anzahl der Bedingungen an, denen die Koeffizienten der Bestandteile 
«" Grades in den zu M&M gehérigen Funktionen vom Untergrade a ge- 
niigen. Sie gehen in die gewdhnlichen Hilbertschen Zahlen iiber, wenn 


*) Macaulay (a. a. O. S. 74) nennt diese Zahl den ,,Untergrad“ der Funktion. 
**) Es ist stets p, = 0. 

***) Ich weiche hier von Macaulay ab, der die Hilbertschen Zahlen fiir einen in- 
homogenen Modul durch diejenigen des zugehérigen, eine Variable mehr enthaltenden 
homogenen Moduls definiert. Die Invarianz der Zahlen des Textes legt aber die obige 
Definition besonders nahe. — Ubrigens ist diese Definition, ebenso wie die Normalform 
selbst, nicht auf primire Punktmodula beschrinkt. 
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der Modul homogen ist. Wir wollen zeigen, daB sie Invarianten der 
Gruppe %, also Invarianten der Klasse sind. 

Fir «>h +1 ist dies wegen der Gleichung (8), die infolge der In- 
varianz von h auch fiir die Hilbertschen Zahlen aller zu I Aquivalenten 
Moduln gilt, von selbst klar; um es auch fiir die kleineren Werte von « 
za zeigen, bezeichnen wir mit 
(9) ae Ae, (a= 0, +++, hi) 
“= Grades in (#,—§&,),---, (w,—&,,), die fir 
jedes feste « zusammen mit den p, Bestandteilen a" Grades der Funk- 
tionen vom Untergrad « in der Normalform (7) ein vollstiindiges System 
von g(m,«) linear unabhiingigen Formen a“ Grades bilden, also zu jenen 
»komplementir* sind. Dann betrachten wir die GréBen 


ein System von Formen « 


. 


(10) faba — S12 ° Een Sn Te 1 Sa9°°'r En Sen "5Te ty Siy ° “> Sg Ga 
(a=Q,--- hk), 


also die Restklassen der Formen (9) mod MR; diese bilden eine ,,Haupt- 
basis“ der Gruppe U*) 

Offenbar sind diese GréBen zuniichst linear unabhiingig; eine lineare 
Beziehung zwischen ihnen wiirde nimlich zu einer linearen Verbindung 
der Formen (9) fiihren, die zum Modul gehérte, also eine Verbindung der 
Funktionen (7) wire. Das ist aber unméglich, weil die Glieder niedrigsten 
(irades der betreffenden Funktion eine Form bilden, die nicht als lineare 
Verbindung der niedrigsten Bestandteile der Funktionen.(7) des betreffen- 
den Untergrades darstellbar ist. Ferner ist jede GréBe der Gruppe eine 


lineare Verbindung der GréBen (10); denn jede Funktion von z,, ---, 2, 
ist als lineare Verbindung der Funktionen (7) und (9) darstellbar. In der 
Tat ist dies trivial fir Funktionen des Untergrades >/ +1. Ist aber 


“irgend eine Funktion des Untergrades « gegeben, so laBt sich eine Ver- 
bindung mit den Funktionen (7) und (9) finden, die von héherem Unter- 
grad ist. Daher gilt die Behauptung fir jede Funktion. Hiermit ist ge- 
zeigt, daB die GréBen (10) eine Basis bilden und dab 
(11) rtite+trh—us ist. 

Fiir einen festen Wert @ bilden nun weiterhin die GréBen (9) ein 
,volles Hauptsystem «” Dimension“. Denn wiire erstens eine lineare Ver- 
bindung von ihnen von der ,(a@+ 1)" Stufe*, so giibe es eine Darstellung 
der GréBe Null, also eine Funktion des Moduls vom Untergrad « mit einem 
Bestandteil a" Grades, der von den Bestandteilen desselben Grades der 
Funktionen (7) des Untergrades « linear unabhingig wire, was nicht der Fall 
ist. Zweitens ist nach der Definition jede GriBe ,,’ Dimension“ als lineare 


* (Vgl. fiir diesen und die folgenden Begriffe Diss. 8. 15 bis 18. 
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Verbindung von Potenzprodukten (r, —&,)" - - - (x, —&,,)"™ darstellbar, fiir 
die «, +---+«,, >a ist; stellen wir daher eine solehe GréBe durch die 
Basis (9) dar, so kénnen in dem entstehenden*Ausdruck nach der mehr- 
fach angewandten SchluBweise keine GréBen (9) mit kleineren Index- 
werten als « auftreten. Damit ist aber die Behauptung bewiesen and zu- 
gleich gezeigt, daB die Zahl r, fir O<a@<h gleich der Anzahl der 
GréBen eines ,,vollstiindigen Hauptsystems «'” Dimension“ der Gruppe XY, 
also eine Invariante der Klasse ist. 

Satz Ul: Die ,,Hilbertschen Zahlen“ r,, die die Anzahl der Bedin- 
gungen angeben, denen die Koeffizienten der niedrigsten Bestandteile der 
Funktionen des Untergrades « geniigen, die zwm Modul Wt gehiren, sind In- 
varianten der Klasse der su Ti dquivalenten Moduln; sie geben némlich fiir 
0<a<h die Anzahlen der Gripen der vollen Hauptsysteme «** Dimension 
in der Gruppe UL an, wahrend sie fiir «>h-+1 siimtlich verschwinden. 
Auch die Charakteristik h und die Vielfachheit u des Moduls M sind In- 
varianten der Klasse. (Vgl. Satz I.) 


§ 2. 

Nichst der Bestimmung der wichtigsten Invarianten der Klasse iiqui- 
valenter Moduln, die wir im vorigen Paragraphen durchgefiihrt haben, 
erscheint vor allem die Frage von Interesse, was iiber den Zusammen- 
hang zwischen zwei beliebigen faquivalenten Moduln ausgesagt werden 
kann, und es ergibt sich die Aufgabe, aus einem gegebenen Modul alle 
zu ihm fquivalenten zu berechnen. Hiermit werden wir uns im vorliegen- 
den Paragraphen beschiiftigen. 

Satz IV: Es sei M —M(z,,---,x,,) ein primdrer Punktmodul von 
der Charakteristik h, der im Punkte (&,,---, §,) verschwindet. Dann erhalten 
wir auf folgende Weise einen dquivalenten, im Punkte (n,,---,1,,) ver- 
schwindenden Modul: 

Wir setzen in die Funktionen von WM fiir x,,---, x, respektive ge- 


m 


wisse Funktionen 


= —_— )) . . _ { _— an “+e 
I; (Y; Yi "i> > af Yn " Ym) wae gE + ay, (Y; 43) + ; Ont Yn Ym) r 
Ins = "i> a Ym ae Ni») —_ E., + 4.4 (Y; . ;) : ee ss Ci Nm) 1: eee 
ein, die fiir y¥, =) °**s Ym = Ny Cie Werte &,,---, &, annehmen und in 
denen die Determinante 
Gy, 77" 
m 
Aint wal de Gy, ne 


von Null verschieden ist, und fiigen endlich alle Potenzprodukte (h + 1)*** 






































































64 , W. Scumerwier 
Dimension in y, — 11; ***; Yn — %q ineu. Der so entstehende Modul 
RH, co Yn) a (M(g, Yi — M1» °°» Yn — Nm)s °° *» Gm Ys — Mas ***s Yn — Nn), 
OF, — tay “°*> Yu — Me) 
ist su I dquivalent. 
Zum Beweise ziehen wir die Normalform (7) des Moduls Dt heran. 
Durch das Einsetzen der Funktionen g,,---,g,, in eme Funktion des 
Untergrades « von z,—&,,---, x, —&, erhalten wir eine Funktion des- 
selben Untergrades in y, — ,,---; Y, — %m, und in den p, so entstehen- 
den Funktionen des Untergrades « sind die Bestandteile niedrigsten Grades 
linear unabhingig. In der Tat entstehen diese durch das Einsetzen der 
linearen Bestandteile von g,,---, g,,, die nach Voraussetzung eine um- 
kehrbare lineare Transformation darstellen. Ebenso ergibt sich hieraus, 
daB es in dem entstehenden Modul kein System von mehr als p, Funk- 
tionen vom Untergrade « mit linear unabhingigen Bestandteilen «*" Grades 
geben kann. Daher erhalten wir, von einer Normalform von It ausgehend, 
auch eine Normalform des neuen Moduls, dessen Hilbertsche Invarianten 
gleichfalls die Zahlen r, sind. Figen wir nun noch ‘die Potenzprodukte 
(h + 1)** Dimension in y, — 7, +--+; Ym — %m binzu, so erhalten wir einen 
primaren Punktmodul, der fiir y, —7,, ---, y¥,, = 1%, Verschwindet, die 
Hilbertschen Invarianten r, und daher wegen (11) die Vielfachheit uw be- 
sitzt. Dies ist daher auch die Ordnung der Gruppe % seiner Restklassen. 
Nun folgt aus jeder Kongruenz 


(12) F(a, +++; Z_.) =O mod M eine solche 
(13) FOGG: — ts ++) Yu — Dds © **» Im (Yi — Nhs ***r Ya — Yd) = 9 mod R. 
Ordnet man daher, wenn f,, ---, £,, die Restklassen von z,,---, 2, mod Mi, 
¥,,°**, ¥,, diejenigen von y,,---, y, mod ® sind, die GréBen f,, ---, f,, 
in & respektive den GroBen g, (9, —1;, °°; Dn, — Mmds °°» Jen 91 — May °° Yn — Nm) 
in 8 zu, so entspricht jeder Beziehung der GréBen 1,,---, x, in der 


Gruppe & dieselbe Beziehung der zugeordneten GréBen in der Gruppe B. 
Die Gesamtheit aller durch diese GréBen ganz rational darstellbaren GréBen 
von % bildet daher eine zu & isomorphe Untergruppe in %, denn es folgt 
auch umgekehrt aus jeder Kongruenz (13) die entsprechende Kongruenz 
(12). Hierzu bedarf es nur noch der Uberlegung, daf aus 
FG, Ys, — M19 °°" Yn — Mm) 2 * °°» Im Ys — May ***4 Ym — Nm) = O 
mod O***(y, — 115 °**+ Ym — Ym) 

folgt, daB die Funktion F, nach Potenzen von g, — &,,---,9,,—§,, um- 
geordnet, in diesen Variablen vom Untergrad >h+1 ist, so daB auch 


die Kongruenz F(a,, ++, z,) =0 mod M 
bestehen muB, da ja dieser Modul die Charakteristik h besitzt. 
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Nun ist aber die Ordnung von % gleich der Ordnung von A, nim- 
lich gleich wu. Daher ist B selbst zu M isomorph, und jede GréBe von B 
ist durch die GréBen g,(9, — 4,5 °*-; Dn —Mm)> ***s Go Os — M12 °° *> Ym — Yon) 
darstellbar. Hiermit ist Satz 1V bewiesen. 

Satz V: Es seien M — M(a,,---, x,,) 
diquivalente primire Punktmoduln von der Charakteristik h. Dann gibt es 
Funktionen 9, (2,,+ ++, 2,)5***y Im(215 °°, &) umd hy (4, ,+++,2,), «+h (2, °° 2,), 


7 


so daB die beiden Moduln 
(MUG, (2,5 ++, Ss > GlZy9°°%s %))y OM**(2,, «++, 2,)) und 


r 7 


und N= VR(y,,--+, y,) ewet 


), O+(e,, +++, #)) 


r r 


(Nh, (2,5 ree Bey heyy 2 
iibereinstimmen und einen dritten 2u TW und N dquivalenten Modul dar- 
stellen, der im Nullpunkte verschwindet. Die Zahl r ist dabei gleich der 
Hilbertschen Invariante r, der Klasse; das System der Funktionen g sowohl 
wie das der Funktionen h besitet Bestandteile ersten Grades in 2,,---, 2, 
vom linearen Range r. 

Zusatz: Ist m=n=r,, so kann man die Funktionen g,,---, 9, 80 
wihlen, daf 


»I-Y: — M19 °° + Ye — Np)s 


Jily,, -SY¥)= Mg, (y, -M15°° > ¥, y 


,%,,) der Punkt ist, in dem der Modul Xi verschwindet. 
Wir gehen zum Beweise vom Modul Yt aus. In der Gruppe & seiner 
Restklasseun gibt es eine Hauptbasis der Form (10). Diese enthalt r = +, 


wird, wenn (%,,°°- 


lineare Verbindungen der WurzelgréBen x, —§,,---, t,,—&,,, die ein volles 
Hauptsystem erster Dimension bilden, also linear unabhiingig sind. Wir 
bezeichnen sie mit 4,, ---, %,; eS sei also 
{ as = By, (E,— &1) +--+ + Me (Z, — 6.) 
} . . . 
ls, = d,s (L,—§) + +++ + Om(Lm — bn)» 
wobei die Matrix (a,,) vom Range r ist. Es ist also m >r; analog findet 
man n->r. 7 

Satz VI: Die Zahl r =r, ist die kleinste Anzahl von Variablen, fiir 
die es einen zu WR dquivalenten Modul gibt. 

DaB es niimlich einen Modul gibt, der zu Yt fiquivalent ist und 
genau von 7, Variablen abhiangt, lehrt Diss. Satz VII. Dort wurde be- 
wiesen, daB jede GriéBe der Gruppe durch die GréBen eines vollen Haupt- 
systems erster Dimension ganz rational dargestellt werden kann, z. B. also 
durch die GréBen 4,, ---, §-- Die Gesamtheit der Darstellungen der GréBe 
Null durch diese GréBen bildet einen Modul $(<,, ---, 2,), wenn wir an Stelle 


LXxXIx. 5 
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von 3,, °°, 3, die Variablen z,,---, 2, einfiihren, und die Gruppe & wird 
zur Gruppe der Restklassen mod $$, wenn man 3,, ---, 3, als Restklassen 
von z,,---, 2, mod $ auffaft.*) Daher ist 8 zu M aquivalent; wir be 
weisen nun Satz V zunichst fiir Mt und &. 


Hierzu gehen wir aus von den Gleichungen 


2 bes > + ae 2. , * 
he = Ge + b,; ee - Se b,, ~~ | 1s 5 me @ ige9 °° 8 ) 
(14) 
c j > | - Oe oe (> Riya 
lr. 7 a © b., ps  e Rai 7 \—) = Iurdy 2 Or’? 
durch die sich die GréBen x,,°---, x,, in U darstellen lassen; {2} bedeutet 


dabei eine GréBe zweiter Stufe, und die konstanten Glieder rechter Hand 
sind genau &,, - - weil sowohl rz, — &,,--+-, t,, — &, als auch 4,,---, 3, 
WurzelgréBen sind. Weil nun die GréBen 4,,---, %, ein Hauptsystem 
erster Dimension bilden, so folgt 


. - 
> Om? 


is in * ie) FO °° Os, ee, 
Bint wee Gam! Dns lids Rina Uees l 


wo rechts die r-reihige Einheitsmatrix steht. Daher ist auch die Matrix 
(6,,) vom Range r, und ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann 


(15) 2 © « ¢ * lake @ angenommen werden 
* en 
Nun bezeichnen wir die Glieder zweiter Stufe in den Ausdriicken (14 
fiir t..,,°°*, ET, mit 3..1,°°-*, },, und setzen 
[ar Fn (ee 
( 16) x eS 
eae eee 
worin die Funktionen rechter Hand vom Untergrad >2 sind. Dann sind 
in den Gleichungen 


Y a a Oe a . 'Os oe r “oe 
ne "a th, 4 4, t tl2j—h, bi» Sm) 
i 
. == “—— © © © - 2 ’ f a \ = “ef 2 } 

1 | ) } t, _ E, . b., a T ' b, r br oP Fae h, \ an ] > Om 

‘ ce 
4 = os 2 ~~“ +++ = | = {2 “*-* 

[Bree Set bath ' ! bird, + bra = eas o1? » bm) 
i — » otal " as | aon 
\ Lin ~ Oem 4 bins jn T “vr b,, r 3, T bm 7 Ny, \ di ’ ? 3m ) 


*) Zur Vermeidung einer zu komplizierten Bezeichnungsweise behalten wir fiir 
zwei isomorphe Gruppen von jetzt an dasselbe Zeichen bei. Dies entepricht der ab- 
strakten Auffassung des Wortes ,,Gruppe“. 
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die Bestandteile erster Ordnung in 4,, ---, 3,, rechter Hand linear unab- 
hiingig. Nach Satz IV ist also der Modul 


(18) (DE (hy (215 ++) Sly %y Mag Syy Syd), ONF*(,, -+*, 2,,)) 

zu Mt aquivalent. Setzt man aber in (18) fiir z,,,,---, 2, die Funk- 
tionen k,(2,,-+-,2,), +++, &,,_,(4,-**, 4,) ein, so erhalt man den Modul 
(19) (Mg, 4, tty Bry *y Imi? *s 4))s O*+ *(41, Se z,)) 


der danach ebenfalls zu Dt aiquivalent ist. Denn wir erhalten alle Dar- 
stellungen der GréBe Null durch 3,,---; %,, wenn wir in (18) fir 
21, °**) 2, Tespektive 3,,---, 3, schreiben, also alle Darstellungen der 
GréBe Null durch 34,, ---, 3,, wenn wir in diese Ausdriicke fiir 3, ,,--+, 3, 
die Funktionen (16) einsetzen, Daher kann der Medul (18) auch in 
der Form 


(M(g, Biya ty Znly * * *s Gusa9°**y S)y 2 
+1 a 
), O*4(4,,--+, 2,)) 


geschrieben werden, was wir nebenbei anmerken. 

Der Modul (19) stimmt also, wie wir sehen, mit $8(z,,---, 2,) tiber 
ein, und die Funktionen g,,---,¢,, gentigen wegen (15) der Bedingung des 
Satzes V; dieser ist damit fiir Yt und $Y bewiesen. 

Genau ebenso zeigt man, von i(y,,--*,y,) ausgehende die Existenz 
gewisser Funktionen 


20) A Ce 2 ee 


aX\'l? r/? 
deren Bestandteile erster Ordnung den linearen Rang r =r, haben, und fiir die 


(21) (Nad tye sy td), OG, --4#,)) =O, +t) 


” r 


ein zu Xt fquivalenter Modul, ist, desgen Gruppe der Restklassen mit der 
jenigen von % iibereinstimmt, wenn man gewisse WurzelyréBen dieser 
Gruppe, die éin volles Hauptsystem erster Dimension bilden und die wir 
als Restklassen von ¢,,---, ¢. mod © auffaBt. 
Um nun den Zusammenliang von $ und © zu finden, bedenken wir, 


mit t,,---, t., bezeichnen, 
daS in der — abstrakt aufgefaBten — Gruppe % sowohl die Gréfen 
his °° *, 3, als auch t,,---, t, je ein volles Hauptsystem erster Dimension 
bilden. Daher bestehen nach Diss. Satz VII Gleichungen von der Form 


= ea Pa Paes ee 

| 4 = G11 bs ++ G3 T1Si = Md » br) 
5s . +.--+¢ . +{2)=—y,(3 ee e 
r ridi ' rror hm r 1? 9 Or/? 


in denen die Determinante jc,,| + 0 ist. 
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Nach Satz IV ist daher der Modul 


(28) (O(y, (4, ** Zo **%*, V-(245 °° *s SD), OA*+*(2,, +++, 2,)) 


r 


za © aquivalent, umfaBt also,alle Darstellungen der GréBe Null durch 
hiy***> > Wenn man darin z,,---, 2, durch 3,,---,%, ersetzt. Also 
stimmt er mit $(z,,---, 4,) tiberein. 

Um nun Satz V fiir M und R zu beweisen, bilden wir den Modul 


. * - y(e ) »(z ) 1 : 
ESCA CACAROS Boe A oe Ny UY Cay yy 9 r92,)))s OM (2,,~5£,)) 


r 


der wegen (21) mit dem Modul (23), also mit B(¢,,---, 2,), also mit dem 


Modul (19) iibereinstimmt. Hiermit ist aber Satz V bewiesen; denn die 
Funktionen 


L (714, ie é,); 7 Y,\41> a &,)); uae L(A, "ety &, y F Yr41> it 4,)) 


haben gewiB Bestandteile erster Ordnung vom linearen Range r, da dies 
fir die Funktionen (20) und (22) zutrifft. 

Was den Zusatz anbelangt, so ist dieser bewiesen durch die Uber- 
legungen, die zu der Ubereinstimmung von (23) mit ® gefihrt haben. 
In der Tat gelten diese wértlich auch dann, wenn $% und © irgend zwei 
aquivalente Moduln sind, die von genau r=r, Variablen abhingen und 
im Nullpunkte verschwinden. Durch eine Verschiebung des Anfangspunktes 
laBt sich aber jeder unserer Moduln in einen solchen jiberfiihren, der im 
Nullpunkte vérschwindet. 

Satz VII: Es sei BP=—P(z,,---, 2.) trgendein primirer Punktmodul 
von der Charakteristik h, dessen Variablenzahl r mit der Hilbertschen Inva 
riante r, der durch ihn bestimmten Klasse iibereinstimmt, und dessen Funk- 
tionen im Nullpunkte verschwinden. Setzt man dann 


4,= /, (4, - Sin) & —§) 


‘,= f(t — S15 oe x, ve &,)> 


wobei die Funktionen f,,---,f, vom Untergrade 1 und thre Bestandieile 
erster Ordnung linear unabhiingig sind, in ¥ ein, so stellt der Modul 


M = Miz,,--, Xm) (Bf, —&,°--,2,—&),-- + fe, —&, °° 2%, — §,)) 
F(x, -§, : 7) Ln 7 
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die Funktionen k,,---,k,,_, vom Untergrade >1, aber sonst ganz beliebig 
sind, nach beliebiger Umnumerierung der Variablen den allgemeinsten eu % 
dquivalenten Modul von m Variablen x,,---, x,, dar, der im Punkte &,,---,&,, 
verschwindet. 

Nach Satz IV ist der Modul (P(f,,---,f), O*+*(@,—&,,---+, 2, — &)) 
za % aiquivalent; daher gilt dasselbe auch von WM. Offenbar verschwindet 
ferner Yt im Punkte &,, ---, &.. 

Andererseits sei It irgend ein zu $$ aquivalenter Modul in m Variablen 
%,,°**,%,, der im Punkte &,,---,&, verschwindet. Dann bestehen bei ge- 
eigneter Numerierung der Variablen die Beziehungen (14) und (15), so dab 
die GréBen x, — §,,---,x,—&, ein vollstindiges Hauptsystem erster Dimension 


der Gruppe % bilden (vgl. Diss. Satz VI, Folgerung). Also gibt es Funk- 


tionen /,,---, f. von der im Satz VII verlangten Beschaffenheit, so dab: 
bu = f(t, — &; Sed 
; = f(x, — &, r.— &.) ist, und der Modul 


(Ef, @, —§,,---, t,—8),---,f@,—&,,°-+, 2, —8)), Ot! (a, —§,,---,2,—8,)) 


zu Y aiquivalent ist (vgl. Satz 1V). 
Ferner kénnen wir wegen der Aquivalenz von 2 and $ auch die 
GréBen 4, ,— 


c . ¢ “; Son oo. 2 ao Hele 
E sir°**s Ty, — &,, dureh r, — §,,---,r,—§, ausdriicken und 


erhalten : 
° tc ~~ + e . . DP” meas 
tr41 — &, wah, ry Si» »t, g.) 
Cn oo Sm - j mT (Z; nee 5) ae Y.. =— E.) 
wobei k,,---,k,_. vom Untergrade >1 sind, weil r, —&,---, x, — &,, 


WurzelgréBen sind. 

Hieraus ergibt sich aber sofort, dab Dt(a,, ---, #,,) in der vom Satz VII 
geforderten Gestalt angenommen werden kann. 

Durch die Sitze V und VII haben die zu Beginn des Paragraphen auf- 
geworfenen Fragen ihre Erledigung gefunden. Der Zusammenhang zweier 
beliebiger iiquivalenter’Moduln ergibt sich aus Satz V; um aus einem ge- 
gebenen Modul M einen beliebigen aquivalenten Modul % zu berechnen, 
stellt man nach Satz V zunichst einen von r, Variablen abhingenden Modul } 
her, der im Nullpunkte verschwindet, von dem aus man alsdann nach 
Satz VII zum Modul ® gelangt. Die wirkliche Aufstellung der zugehérigen 
Ubergangsfunktionen kann dabei, wenn die isomorphe Zuordnung der 
beiden Gruppen gegeben ist, jedesmal mit endlich vielen Schritten ge- 
schehen, was aber im Einzelnen wohl nicht auseinandergesetzt zu werden 
braucht. 
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Il. 


Die im ersten Abschnitt untersuchten Klassen fquivalenter Module 
sollen nun im zweiten Abschnitt auf gewisse méglichst einfache derartige 
Klassen zuriickgefiihrt werden mit Hilfe eines Zerlegungsprozesses, der der 
»Zerlegang“ der zugehérigen Gruppe hyperkomplexer GréBen entspricht. 
Dabei wird sich die Zerlegung im Falle der ,homogenen“ Klassen als ein- 
deutig heraussteilen. 

Wir stellen ein Hilfssatz an die Spitze. 

Hilfssatz: Es seien 

b ae | 


Oy°°* My, 11 tm 
2 
GH, °** dy \ b---5,, 


zwei rechteckige Matrizen mit konstanten Elementen vom Range r baw. s. 
Dann hat die Matrix 


11 711 11s mn Ay, Dy, yp Oy» 
Oy, Day Oy Dy, yy Day > My Dim 
{x Be 
Oy b,,- + + Oy 5,,, Oy Dy + + Oy Ory 
Oy, Ou + + Oy On @,, Oy ++ Gy _. 


den Rang rs. 

Wir ergiinzen zum Beweise die beiden Matrizen A und B durch Hin- 
zufiigung gewisser aus Nullen bestehender Zeilen bzw. Spalten zu quadra- 
tischen Matrizen A und B, wobei sich der Rang nicht indert; ebenso hat 
A >< B denselben Rang wie A x B. 

Nun gibt es zwei Matrizen P und Q mit nicht verschwindenden Deter- 
minanten, sodab PAQ=D, 
eine Diagonalmatrix mit genau r von Null verschiedenen Elementen ist, 
ebenso zwei Matrizen R und S mit nicht verschwindenden Determinanten, 
so dab ° RBS —D, 
eine Diagonalmatrix mit genau s von Null verschiedenen Elementen ist 
Dann ist nach einem bekannten Satze von Kronecker sowohl die Deter- 


minante von P >< R, als auch diejenige von Q@ >< S von Null verschieden. 
Es ist daher wegen *) 


(PAQ) =< (RBS) =—(P = R) (A = B) (Q&S) =D, =< D, 
die Matrix A = B, also auch A =< B vom Range r- s, q. e. d. 


*) Vgl. Hurwitz, Math. Annalen Bd. 45, S. 389 
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Es seien nun 
(1 M — Mi (a,,---, x) und N= R(y,,--+ y,) (2) 


zwei beliebige primiire Punktmoduln, die beide im Nullpunkte verschwinden, 
was keine Beschriinkung der Allgemeinheit bedeutet, und die in verschie- 
denen Variablen geschrieben sind. Es seien & und die beiden entspre- 
chenden Gruppen der Restklassen, die nicht isomorph zu sein brauchen, 
von der Ordnung uw bzw. v. Ferner sei 


(3) F’ ,F"..-, F®" («@ =1,2,---) 
eine Normalform von Mi, 
? ” (4 
(4 Fe one Gein 1.2... 
(4 4G 5, 4 i! 0(B = 1,2,---) 
eme solche des Moduls %. p, und q, setzen wir gleich Null. Endlich seien 


(5 Me fo ,-+f%2 (a =0,---,h) 


ein System von p(m, a) — p,=r, linear unabhingigen Formen a” Grades, 
die zu den p, linear unabhingigen Bestandteilen a” Grades der Funk- 
tionen (3) komplementiir sind, und 


(6 I, 59. 5°°5 G9 (B =0,---,k) 


sei ein System von qg(n,8)—q,—s, Formen entsprechender Art. Die 


Funktionen (3) und (5) hangen von z,,---, z,,, (4) und (6) vony,,---, y, 


ab. h und k& sind die Dimensionen von YW und &. 
Dann untersuchen wir den Modul 


(7 R= (M, R) 


im Bereiche der Variablen 2,,---, z,,,4,,--+ Y,; 4. h. den gréBten gemein- 
samen Teiler von Mt und Yi. Offenbar ist R ebenfalls ein primirer Punkt- 
modul; die Gruppe © seiner Restklassen ist also irreduzibel und von end- 
licher Ordnung. Wir werden beweisen, dab © = U-H ist. 

Zu diesem Zwecke suchen wir zuniichst eine Normalform von ®t auf- 
zstellen und betrachten dazu die zu Kt gehérigen Funktionen vom Unter- 
grade y. Wir erhalten offenbar die allgemeinste derartige Funktion alg 
eine lineare Verbindung der folgenden: 

(8) yf yO Fat FP! (Bt + B= B= —a, a=1,--7) 


(9) ate eG! a am GN (at +a, =—a=y—B, B=l,---,). 


1 m p 1 m 


Es handelt sich nun um die Bestimmung der Anzahl 1, der linear unabhingigen 
Bestandteile y" Grades in diesen Funktionen. Fiir y>h+k+1 ist offenbar 
1 — p(m-+n, y); weil dann jedes Potenzprodukt der Variablen als lineare Ver- 
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bindung von (8) bzw. (9) vorkommt. Die Gesamtzahl der Funktionen (8) und 

9) zusammen ist > (, B) p.. + p(m, «)q,). Aus den Bestandteilen y* 
a+, 

Grades von (8) allein lassen sich fiir jedes Wertsystem 1 <i<p,, 1<j<q, die 

Bestandteile desselben Grades der Funktion F° G? linear zusammensetzen, 


desgleichen aus den Bestandteilen y“" Grades von (9) allein. Das ergibt 
PeGq-lineare Beziehungen zwischen den Formen ;“" Grades in (8) und 
(9); diese sind linear unabhiangig, weil aus dem Hilfssatz leicht folgt, daB fir 


festes « und # die Bestandteile y Grades in FG”) siimtlich linear unab- 
hangig sind. Man betrachtet dazu als Matrix A das Schema der Koeffizienten 
der Bestandteile «” Grades in F*’, als Matrix B dasjenige der Koeffizienten 
der Bestandteile 6°" Grades in G” Die gesuchte Anzahl ist daher héchstens 


, Y 
_ > (p (n,B) p,, Tr a (\m,@) qs 7 Pad) oo 2 (p,s ; + Toads q Pods): 
e+p=y a+ 7 


wir wollen zeigen, dab dies die genaue Anzahl ist. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir fiir irgend ein festes Werteyaa 
a, B mit der Summe y die Funktionen 


wn afi: 4p, 
Inn (t= L,° + %% 

(11) Ctl) VRE peeled, 
Wz) gv/) t = 1,--+p, 

a) eerie) 
#\J=1,--49, 


und die in ihnen enthaltenen Bestandteile »*" Grades. Der Hilfssatz 
liefert, daB in (10), (11), (12) respektive p,s 84 "4s Pa, linear unabhiingige 
Formen y*" Grades stehen. Jetzt fiigen wir zu diesen das System 


(13) f? 9? ( 


hinzu und wenden den Hilfssatz auf die Gesamtheit der Formen in (10) 
(11), (12) und (13) an, indem wie als Matrix A das Schema der Koeffizienten 
der Formen «*" Grades in F’, f“”, als Matrix B das Schema der Koeffi- 
zienten der Formen #*" Grades in GI, ansehen. Wir erhalten somit 
PaS3 + %e9p + Pady + %e5s linear unabhingige Formen; also sind auch die 
Formen in (10), (11), (12) linear unabbingig, diese sind aber als lineare 
Verbindungen der Formen y“" Grades in (8) und (9) darstellbar. Im 
ganzen erhalten wir also, wenn wir diese SchluBweise auf,jedes Wertepsar 
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«, 6 mit der Summe y anwenden, > (P.8) + 1.Ie + PeG,) Vinear unab- 
hingige Verbindungen der Formen 7" Grades in (8) und (9). 
Es ergibt sich daher 
[= S"(eima) p(n, B) — r,8,) 
— 


/ 


a-- p=7 
% 
g(m + n, Y)- S 785. 

Wird nun gim+n,y)=—l,+t,  geseizt, so folgt hieraus 

» | 

(14) t= Ss  2., 
oe 
a+p=} 
Ferner sei jetzt ” “wedle , 

J | A Pe A ee (a==Q,---, fr) 


die dem System (5) entsprechende Hauptbasis in der Gruppe Y, 


9; (4, —" i ie 9," (Y, 7 y) (p “— 0, . ‘+, k) 
die dem System (6) entsprechende Hauptbasis in der Gruppe 8, wobei 
t1,** Z,, die Restklassen von z,,---, x, mod. M@,y,,---, y, die Rest 
klasse von y,,---, y, mod. M bedeuten. Dann bilden die wy Grofen 

. t=1,--,r,, a=O0,--+ h 
(15) fg” { ; a? 
) Fe eye ee 


? 
eine Hauptbasis der Gruppe ©. Denn fiir ein festes Wertsystem «, # 
bilden sie ein volles Hauptsystem der Dimension y in ©, weil die ent- 
sprechenden Funktionen (13) genau ein zu den Bestandteilen y*™ Grades 
in (10), (11), (12) komplementires System von Formen bilden, woraus mit 
Hilfe der Uberlegungen in I § 1 das Behauptete folgt. 

Hieraus ergibt sich aber, dab 
C=—=AB 
ist. (s. Diss. 8. 27.) Die Hilbertschen Zahlen von ® sind die Zahlen 
(14); seine Charakteristik ist gleich h + k. 
Satz VIL Sind Mt —M(a,, ---, z,,), M=—N(y,,-- + y,) ewet von ver- 
schiedenen Variablenreihen abhiingende primire Punktmoduln, so ist auch 
R= (Me, MN) ein solcher Modul. Die Hilbertschen Zahlen von Vt sind 


i D> 8s (y =9, 1,-- 
a+p=y 
seine Charakteristik ist h +k, seine Vielfachheit wv, wenn r,, 8,,h, k, u,v die 
entsprechenden Zahlen fiir M und N sind. Die Gruppe & ver Restklassen 
mod Rt ist das Produkt U-B der Gruppen der Restklassen mod M bew. mod Yt. 
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Geht man von M zu einem beliebigen fiquivalenten Modul M, von 
za einem beliebigen aiquivalenten Modul N iiber, so sind die zugehérigen 
Gruppen A und B resp. zu MU und B isomorph, also ist auch A B zu © iso- 
morph. Wir kénnen daher folgende Definition aussprechen: 

Definition II. Sind § und R zwei verschiedene Klassen primdrer 
Punktmoduln, und wird jeder zu § gehirende Modul M in andern Variablen 
geschrieben als jeder zu & gehirende Modu! N, so gibt es eine Klasse 
@ = (H,R), der alle gripten gemeinsamen Teiler (M, N) angehiren, wobei 
M in H, N im K liegt. Diese Klasse heiBt das ,,Produkt“ der Klassen § 
und &, die Klassen $ und R heifen die ,,Faktoren“ von &, und jede Klasse 
2, die in dieser Form darstellbar ist, heift ,zerlegbar“. 

Damit eine Klasse & zerlegbar sei, muB es also nach dieser Definition 
in ihr einen Modul R geben, der als gréBter gemeinsamer Teiler zweier 
von verschiedenen Variablenreihen abhiingenden Moduln, die alsdann von 
selbst beide primire Punktmoduln in den beziiglichen Variablen sind, dar- 
stellbar ist. Ist dies nicht der Fall, so heibt 2 ,,unzerlegbar“. Es gilt nun 

Satz IX. Damit eine Klasse & zerlegbar sei, ist notwendig und hin- 
reichend, daB die zugehirige Gruppe hyperkomplexer Griéfen © zerlegbar sei. 
Ist C= A-B, L=(H,K), so ist bei passender Wahl der Bezeichnungen Y 
die zur Klasse $, 8 die zur Klasse 8 gehirige Gruppe. 

Die eine Hilfte dieses Satzes ist bereits durch Satz VIII bewiesen. 
Um die andere zu beweisen, sei S irgend ein primiirer Punktmodul, dessen 
Gruppe der Restklassen als Produkt zweier Gruppen & und % aufgefabt 
werden kann. Dann gibt es nach Diss. Satz XV in U-B ein volles Haupt- 
system erster Dimension, dessen GréBen aus einem vollen Hauptsystem erster 
Dimension in & und einem solchen in $8 gebildet werden. Ist nun M der 
Modul, dessen Funktionen den Darstellungen der GréBe Null durch die 
genannten GréBen in & entsprechen, 9 der entsprechende Modul fiir ¥, 
so ist nach Satz VIII der Modul R — (Mi, RN) ein zu der Gruppe A-B ge- 
hériger Modul, also zu S iiquivalent. Es ist also die durch © bestimmte 
Klasse 2 —(, 8), wobei die Bezeichnung so gewihlt werden kann, dab 
§ zur Gruppe WU, K zur Gruppe B gehért. Damit ist Satz IX vollstindig 
bewiesen. 

Definition Ill. Line Klasse $ heiBe homogen, wenn es in ihr einen 
homogenen Modul gibt. 

Satz X. Hine Klasse § ist dann und nur dann homogen, wenn die 
sugehirige Gruppe UX homogen ist (s. Diss. S. 45 u. 46). 

Die Homogenitit der Gruppe bedeutet, daB es in einen von der 
Minimalzahl von Variablen abhiingenden homogenen Modul gibt. 

Ist aber andererseits Pt — M(z,, - --, x,,) ingend ein homogener Modul 
der Klasse §, dessen Funktionen also im Punkte 0, ---, 0 verschwinden, 
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Zur Theorie der primiren Punktmoduln 7D 
so gibt es fiir ihn eine aus homogenen Funktionen bestehende Normalform, 
und jede Beziehung zwischen den Restklassen 1,,---, f,, VOM %,,-°-+, 2, 
gerfallt in ihre homogenen Bestandteile. Nun gibt es, wie wir oben (8. 65 
gesehen haben, von den m GréBen x,,---,,, solche r—vr, lineare Ver- 
bindungen, die ein vollstiindiges Hauptsystem erster Dimension in & bilden. 
Die Darstellungen der GréBe Null durch diese GréBen erzeugen dann einen 
m I Aquivalenten Modul von r Variablen, der homogen ist. Also ist die 
Gruppe A homogen. 

Aus den Siitzen IX und X folgt nunmehr mit Hilfe der entsprechenden 
Siitze tiber homogene Gruppen (siehe Diss. Satz XXI), daB jede zerlegbare 
homogene Klasse homogene Faktoren besitzt, und daB das Produkt zweier 
homogener Klassen selbst eine homogene Klasse ist. Endlich ergibt der 
Hauptsatz I der Diss.: 

Satz XI. -Jede homogene Klasse ist eindeutig in endlich viele wneer- 
leghare Klassen zerlegbar.*) 


Géttingen, den 22. Januar 1918. 
*) DaB jede Klasse in endlich viele unzerlegbare Klassen zerlegt werden kann, 


ist trivial, weil die Ordnungen der dabei auftretenden Faktoren der Gruppeu bei jeder 


Zerlegung abnehmen. 





































Die Reduktions- und Reziprozititstheoreme bei den 
Riemannschen Transzendenten. 


Von 


Rogerr Kénic in Tibingen. 


Einleitung. 


Seit Euler und besonders seit Abel haben sich auBerordentlich zahl- 


reiche Arbeiten mit dem Problem der Reduktion der Integrale elliptischer, | 


hyperelliptischer und algebraischer 'unktionen befa8t und auch Weier- 
straB behandelt in seiner klassischen Vorlesung iiber ,, Abelsche Transzen- 
denten® (Ges. Werke, Bd. [V, Berlin 1902, 11. Kap.) dieses Thema. 

Den Schliissel zur Lésung dieser Aufgabe bildet fir ihn ein Ver- 
tauschungstheorem, das als ,Satz von der Vertauschung von Argument 
und Parameter fiir die Differentiale 2. Gattung“ (oder in seiner Integral- 
form fiir die Integrale 3. Gattung) bekannt und grundlegend ist. Es ist 
mir nun gelungen, nicht nur auf dem speziellen algebraischen Gebiet, 
sondern ganz allgemein fiir eine beliebige Klasse Riemannscher Transzen- 
denten (d. h. Funktionen mit vorgegebener Monodromiegruppe), drei un- 
begrenzte Serien I,,,, U,,,, U,,, (4=0,1,2,---) von Vertauschungs- 
theoremen zu entdecken, von denen das obengeuannte sowie der beriihmte 
Vertauschungssatz von Abe! und Jacobi fiir lineare Differentialgleichungen 
nur ein einziges Glied darstellt, nimlich in obiger Bezeichnungsweise das 
Theorem III,. 

Dies setzt mich in die Lage, nicht nur das angezeigte Reduktions- 
problem fiir eine beliebige Klasse (K) Riemannscher Transzendenten und 
ihre Integrale zu lésen (VII. Abschnitt), sondern die ganz allgemeine 
Frage zu beantworten: Welche Zusammenhiinge bestehen tiberhaupt zwischen 
den Funktionen und Differentialen einer Klasse (K) und ihrer komple- 
mentiiren (K)? Diese Frage wird gelést sein, sobald bekannt ist: welche 
Zusammenhiinge bestehen zwischen den Elementarfunktionen und Elementar- 
differentialen von (K) und (K)? 
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Demgema8 baut sich die Arbeit folgendermaBen auf*): 

In einem I. Abschnitt betrachte ich Systeme von » Funktionen (» >1) 
¥ = (Yy, Yo, **%» Yq), Welche auf mn geeignet zerschnittenen Blittern FE; 
(i= 1, 2,---,) (8. die Skizze in § 1) eindeutig und bis auf Pole regulir 
ausgebreitet sind und beim Umlauf um die Punkte a,, a,, ---, a, lineare 
homogene Substitutionen A,, A,,---, A, erfahren. Statt von dem System 
(¥;, Ye°* > ¥,) Spreche ich kiirzer von ,der Funktion y“. Alle Funktionen 
mit denselben Substitutionen A bilden nach Riemann eine Klasse (K); 
die Klasseneigenschaft besteht darin, daB mit y, y™, y® auch y™ + y®, 

dy 





R(s)-y, 4, in (K) vorkommt, wenn F(z) eine rationale Funktion ist. 
Die Funktionen y = (¥,, Ye, --*, ¥,), Welche die komplementiren Substitu- 
tien A —(A~'*) erfahren, bilden die komplementiire Klasse (K). AuBer 
den Funktionen betrachte ich auch ihre Integrale bzw. die zugehérigen 
Differentiale ydz und ydz. Ich erimnere aus den vorangehenden Arbeiten 
an die Begriffsbildungen und Siatze, soweit sie fiir das Folgende nétig sind. 

In einem II. Abschnitt werden die einfachsten Funktionen von (K) 
und zwar saimtliche, aus denen sich jede andere Funktion linear und 
homogen aufbauen lift, die ,,Elementarfunktionen von (K)“ aufgestellt. Es 
gehért im allgemeinen zu jeder Stelle von den m Blittern, z. B. ds, wo d 


eine Zahl der Reihe 1, 2, ---, ist, eine unbegrenzte Reihe von Elemen- 

tarfunktionen der Ordnung h = 1, 2,--- in inf. E™(z, D5), welche bei bd, 
M,N 

(d. h. fir zd und i= 4) einen Pol der Ordnung ih besitzen; sie sind 


villig eindeutig algebraisch charakterisiert und haben bei gewissen, in M 
bzw. MN vereinigten Stellen héchstens Pole bzw. mindestens Nullstellen 


) Ihr ‘gehen folgende Arbeiten des Verfassers voran : 
I. Grandziige einer Theorie der Riemannschen Funktionenpaare, [Tiibingen, 
22. Juli 1915}, Math. Ann., Bd. 78 (1917), 8. 63—93. 
IL. Riemannsche Funktionen- und Differentialsysteme in der Ebene, [Berlin, 
11. Nov. 1916], Crelles Journal, Bd. 148 (1918), S. 146—182. 
Ill. Die Charakterisierung der Riemannschen Transzendenten und andere Theoreme 
[ Berlin, 6.Febr. 1917], Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver., Bd. 26 (1918), 8.250—274. 
IV. Riemanneche Funktionen- und Differentialsysteme [Berlin, 27. Februar 1917], 
Gétt. Nachr. (1917), 8. 240—246. 
Die Elementartheoreme und die Vertauschungstheoreme 1. Ordnung bei den 
Riemannschen Transzendenten [Berlin, 6. Juni 1917]. 
Vi. Funktionen- und zahlentheoretische Analogieen [Berlin, 27. Juni 1917}, Archiv 
fiir Math. u. Physik (1918). 
VII. Neue Beitrige zur Charakterisierung der Riemannschen Transzendenten [Berlin, 
4. September 1917], Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 1918, 
VIIl. Die Vertauschungstheoreme bei den Riemannschen Transzendenten [Berlin, 
26. September 1917]. 
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1. Ordnung. Fiir die Klasse (K) haben wir die entsprechenden Elementar- 


. (i 1 ~~ 2 
funktionen €;’(z, b;) (k=—1,2,---,m) usw.°— Ebenso werden fir die 


M,N 
Differentiale die einfachsten Bausteine, die ,, Klementardifferentiale“ aufgestellt: 


aR” (z,, by) ds (a,, dg) 
Ww, M dz at ‘i R, Me x a 
usw. fiir | sw. » | 
dz dt K), = de SW fiir (K). 


Zu einer tieferen Einsicht und Beherrschung der Klassen (XK) und 
(K) gelangen wir erst, indem wir in einem III. Abschnitt die Elementar 


. ’ ; ape ES 4h +1) . (h+ 
funktionen (h +1)" Ordnung von zwei Variabeln Ej," (2, x) baw. Ex; "a, a) 
M, R Me, R 


einfihren. £{4*" ist in Abhingigkeit von dem Argument ¢ fiir i= 1,2,--.,» 
eine Funktion der Klasse (K), in Abhangigkeit von dem Parameter 2 fir 
k= 1, 2,---,m eine Funktion der Klasse (K) und verhilt sich*) fir 
? ? ? ) 
: : 1 - Fo(h+1) = Nes 
ge=2z und i=k wie - Bei E;;.” ist es umgekehrt. Fir h=0 
x 


Ati 
‘} 


(— 
stelle ich F(z, x), welches als Verallgemeinerung der Weierstrafschen 
M,R- 
Grundfunktion**) H(zy, «y’) anzusehen ist, direkt auf, wihrend fiir h>1 
. v(A+1 (i . 

der Ableitungssatz I, lehrt, daB E,,**(z, x) aus E;j;’(z, x) durch h-malige 

j -_ 1(h +1) 
Ableitung nach dem Parameter hervorgeht — Wir beherrschen E;;*"(z, 2) 

Mm, R 
volistindig, wenn wir fiir alle Stellen die Potenzreihenentwicklung nach 
dem Argument, nach dem Parameter, nach beiden gleichzeitig kennen. Die 
i 4 s(h +1) dx , , 
Entwicklung von Fj, ° ‘(¢,7,)7* nach dem Parameter rt wird durch die 
M, R ’ 

1. Reihe von Entwicklungstheoremen I,,, gegeben, von denen insbe- 
sondere das erste fiir h=—Q besagt, daB als Entwicklungskoeffizienten 
hierbei simtfiche im II. Abschnitt aufgestellten Elementarfunktionen einer 
Variabeln entspringen. Hiermit ist der Zusammenhang zwischen den Ele- 
mentarfunktionen einer und zweier Variabeln von (K) gegeben ; analog fiir (K 

Was fiir die Funktionen gesagt wurde, gilt in entsprechender Weise 
auch fiir die Differentiale. Ich stelle die Elementardifferentiale (hk +1)" 
Ordnung von zwei Variabeln 

d Fi , Ver, 2) dF‘ Ss ay 2 
RM dz dx RN, M dx dz 


— . 
dz dt dt mean dz dt dt 


fiir (K) baw. (K) auf und der Ableitungssatz II, sowie die 2. Reihe von 
*) Es kann hier in der Einleitung nur darauf ankommen, dem Leser den Ge- 


dankengang der Arbeit zu vermitteln, nicht eine erschdpfende Beschreibung zu geben. 
**) S. WeierstraB, a. a. O. 2. Kap. 
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Entwicklungstheorem IJ,,, lehren uns die entsprechenden Zusammen- 
hinge. 

In einem [V. Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen allen Ele- 
mentarfunktionen und -Differentialen von zwei Variabeln und gleicher Ord- 
nung untereinander, d. i. im wesentlichen der Zusammenhang zwischen 


(gs 8 12) . 
(5 - 1h 
> dF y+? x, 2) 


r(h +1 RN, M 
Ej,” "(¢,2) und : = : 
M, R he 
Wh+1)/ (hk +1) 
Ei,” (2,2) und Ex; (a, 2), 
M, N mM, R 
d FUT, x) dF Yt (a, 2) 
RM R, M 
- und 
az dx 


gegeben durch die drei Reihen von Vertauschungstheoremen 1., 2., 
3. Art, I, 


und Differentialen, Funktionen und Funktionen, Differentialen und Diffe- 


ry UL4,, U1,,, (2=9, 1, 2,---) bzw. zwischen den Funktionen 


rentialen. Vert. 1, sagt insbesondere: es ist 


Hl) » 
ab) (x, 2 
RM, Di 


nd pa, 
Ejx (2, x) = ia 


M, R 
Vert. 11, besitzt ein besonders einfaches Korollar II,*; Ill, ein ebensolches 
Ill,*. Letateres gibt im algebraischen Fall die Gleichung von WeierstraB 
bew. eine Verallgemeinerung derselben.*) 

Die vorstehenden Theoreme sind Identitiiten in zwei Variabeln von 
der Form P(t, r) = 0. Indem wir darin den Koeffizienten von ¢” bzw. tr’ 
aufsuchen, gelangen wir in einem V. Abschnitt zu den Reduktions- 
theoremen 1., 2., 3. Art: I, ,.(#), 1,.,(7*), (0,4,(), 0,,,(°), (0L.,1, 
III, ,,(t*), welche sédéimiliche Zusammenhiinge zwischen den Elementarfunk- 
tionen und -Differentialen von einer Variabeln liefern. Von den Theoremen 
1. Art sind besonders die der beiden ersten Stufen fiir h =O und h = 1 
bemerkenswert. Von den Theoremen 2. Art lehrt insbesondere II, die 
Zuriickfihrung aller Elementarfunktionen auf eine gewisse endliche An- 
zahl einfachster unter ihnen und die Ableitung einer Funktion der Klasse. 
Von den Theoremen 3. Art lehrt ebenso II], die Zuriickfiihrung aller Ele- 
mentardifferentiale auf eine gewisse endliche Anzahl einfachster unter ihnen 
und die Ableitung einer Funktion. Speziell ftir den algebraischen Fall 
gehen I], und III, in sehr einfache Korollare II,* und lil,* iiber, von 
denen III,* die Reduktionsformel von WeierstraB (a. a. O. 8.263) darstellt. 

In einem VI. Abschnitt suche ich den Koeffizienten von ¢’r’ und 
gelange dadurch zu den Reziprozititstheoremen 1., 2., 3. Art 1,,,, 


*) S. WeierstraB a. a. O. 8. 254. 
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Il, ,1, Ill,,,, welche die Zusammenhinge swischen den Entwicklungkoeffi- 
zienten der Elementarfunktionen und -Differentiale liefern. Das Theorem I, 
besagt insbesondere: Der r* Entwicklungskoeffizient der zur Stelle 0; ge- 
hérigen Elementarfunktion (s+ 1)** Ordnung an der Stelle 6, ist ent- 
gegengesetzt gleich dem s*" Entwicklungskoeffizienten des zu b, gehdrigen 
Elementardifferentials (r + 1)" Ordnung an der Stelle d,. Bemerkenswert 
ist dazn das Korollar 1,*. 

Im VII. Absechnitt nehme ich schlieBlich eine beliebige Funktion 
bzw. ein beliebiges Differential von (K) und zeige, wie die Partialbrach- 
darstellung desselben durch die Elementardifferentiale der Klasse mit eimem 
Schlage gewonnen werden kann — entsprechend dem Vorgang von Weier- 
straB fir den algebraischen Fall.*) Auf die Elementardifferentiale kann 
ich jetzt die Reduktionstheoreme des V. Abschnittes in der mannigfachsten 
Weise zur Anwendung bringen und erhalte damit ebensoviele verschiedene 
Reduktionsméglichkeiten fiir das gegebene Differential. Wende ich speziell 
auf alle gleichzeitig das Red.-Th. II], an, so erhalte ich den allgemeinen 
Reduktionssatz fiir die Differentiale, welcher die Zuriickfiihrung eines 
beliehigen Differentials auf eine gewisse endliche Anzah! einfachster Ele- 
mentardifferentiale und die Ableitung einer Funktion lehrt. Seine Integral- 
form kliirt uns dariiber auf, was durch die Integrale eigentlich Neues zu den 
Funktionen der Klasse hinzutritt. Im algebraischen Fall geht der allgemeine 
Reduktionssatz in die Gleichung von WeierstraB iiber (a, a. O. 5. 263/4) 
und liefert schlieBlich, auf logarithmenfreie Integrale angewendet, als 
letzten AusfluB die grundlegende Tatsache, daB jedes Abelsche Integral 
2. Gattung durch 2p Fundamentalintegrale und eine algebraische Funk- 
tion dargestellt werden kann. 

Hiermit ist die allgemeine systematische Theorie der Riemannschen 
Transzendenten ihrem arithmetischen Teile nach — gegriimdet ausschlieb- 
lich auf die Klasseneigenschaft — bis zu einem gewissen Grade abge- 
schlossen. Es muB dem Leser iiberlassen bleiben, die iiberreiche Fiille 
von einzelnen Satzen und Resultaten herauszulésen, welche durch Anwen- 
dung auf die verschiedensten Gebiete, welche unter den Begriff der Rie- 
mannschen Transzendenten fallen, entstehen.**) 


S. WeierstraB a. a. O. 3. Kap. 

**) Fiir den algebraischen Fall vgl. auber Weierstra namentlich den Bericht 
von A. Brill und M. Noether iiber ,,Die Entwicklung der Theorie der algebraischen 
Funktionen in dlterer und neuerer Zeit‘. Jahresbericht d. D. Math. Vereinigung, 
Bd. Ill (1894), VII. Abschnitt: Die WeierstraBsche Richtung. Ferner M. Noether, 
Zur Theorie der Abelschen Differentialausdriicke und Funktionen“, diese Annales 
Bd. 87 (1899), 8S. 417—460. 
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Mit den alleressten Anfingen meiner Theorie der Riemannschen Funk- 
tionensysteme geht eine Theorie der ,Riemannschen Formenscharen“ 
von E. Ritter (diese Annalen, Bd. 47 (1897), S. 157—-221) parallel. Sie 
reicht im wesentlichen 1. bis zum I. Anzahltheorem, 2. bis zur Aufstellung 
und Normierung der Elementarfunktionen 1. Ordnung, 3. bis zum Vertau- 
schungssatz I,. Weiter reicht diese Theorie der Scharen nicht. Aber ge- 
rade in den genannten Stiicken sind beide Theorien wesentlich, gedank- 
lich wie methodisch, verschieden. 

la) Das gilt bereits von der allerersten Grundlage, welche das Ver- 
halten der Schar bzw. des Funktionensystems an einer von den a, ver- 
schiedenen Stelle betrifft. Fiir eine Theorie der Systeme war das erste Er- 
fordernis eine absolute Lossage von den Begriffen wie ,Nebenpunkt, Null- 
stelle, Unendlichkeitsstelle mit der und der Multiplizitit* (s. Ritter, 8. 160/1 
und §. 164) und ihre Ersetzwng durch den scharfen Begriff des Multiplums 
fiir Funktionen und Differentiale, wie ich ihn zuerst gegeben habe. Denn 
selbst fiir eine hyperelliptische Funktion ist es nicht gleichgiiltig, ob sie 
im 1. Blatt 0° wird, im 2. ebenso, oder im 1. 0', im 2. 0® oder umge- 
kehrt usw. und allemal ist das ein ,Nebenpunkt der Multiplizitit 9“. 

1b) In weit héherem Mafe gilt das noch fiir eine Verzweigungs- 
stelle a,. Man sehe die ungeheure Kompliziertheit von Zweigen, Expo- 
nenten, gewdhnlichen und ,modifizierten* und darauf beziiglichen Bedin- 
gungen S. 175—177, 187—188! Es hat eine Hauptaufgabe und Haupt- 
schwierigkeit fiir mich gebildet, mich ven all dem zu befreien, was durch 
den ebenso nouen wie entscheidenden Schritt mathematischer Freiheit ge- 


schehen ist, JZ, beliebig aber fest zu wiihlen, darauf den Begriff des Mul- 


tiplums fiir @ zu griinden und dann mit (y, y) und \y, ¥) zu operieren 
1c) Infolgedessen erhiilt das I. Anzahltheorem eine ganz andere, weit 
schiirfere und allgemeinere Aussage.* 

2. Auf dieser Grundlage ist-eine Charakterisierung der Funktionen 
iiberhaupt erst médglich, welche nur das zu einer solchen absolut Notige und 
sonst nichts Willkiirliches enthilt. Ritter braucht fiir die Normierung der 
Elementarscharen (§ 13) willktirliche Konstantensysteme, wahrend die Cha- 
rakterisierung der Klementarfunktionen ausschlieBlich durch Vorgabe von 
Punkten geschehen kann — wie im algebraischen Fall. Meine ,, Vorberei- 
tungssditze der algebraischen Charakterisierung“**) enthalten eine absolut 
neve Aussage 

3. Ritter variiert die feste Unendlichkeitsstelle der eben aufgestellten 
Elementarschar. Ich baue die Elementarfunktion E‘(2, x) von zwei Va- 


8. lI, 8. 176, Anmerkung 


*) Ss. JI", ¢ 4. 


Mathematische Annalon, I.XX1X 6 
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’ 
riabeln aus Funktionen von einer Variabeln wirklich auf, untersuche die 
Potenzreihenentwicklung nach Argument und Parameter nach dem Vor- 
gang von Weierstrab und kenne nicht nur das Verhalten, sondern jeden 
Entwicklungskoeffizienten an jeder Stelle. Ebenso fiir das Elementardifferential 
7 Fhe 9 - Die Vergleichung liefert Vert.-Th. I,. 

4. Brayche und kann ich nicht bei beliebig gegebener Gruppe vor- 
aussetzen, dab die Klasse ,fransitiv“ ist, d. h. daB die m Funktionen eines 
Systems Zweige einer analytischen Funktion sind (im Gegensatz zu den 
Scharen Ritters s. 5. 197, fiir welche der engere Standpunkt allerdings 
ausreicht). In der Allgemeinheit wurde das Problem iiberhaupt noch nie 
gestellt und verlangt prinzipiell neue Methoden. 


5. Wird erst durch eine Theorie der Systeme der algebraische Fall 


mit eingeordnet — nie und nimmer durch Scharen, wie schon 1a) lehrt 
und 2 — so dab zum erstenmal die Lehre der algebraischen Funktionen 


(und nicht nur die ersten Anfiinge, welche sich leicht parallelisieren lassen) 
als exakter Spezialfall einer héheren Theorie erscheint.*) **) 


An der Weiterfiihrung seiner bedeutenden Untersuchungen (wenn eine 
solehe bei der groBen Kompliziertheit méglich: ist) wurde Ritter durch 
seinen friihen Tod gehindert. 1., 2., 3. sind aber erst die Anfdnge einer 
Theorie. thr groBer Reichtum beginnt jenseits mit den fundamentalen Ent- 
wicklungstheoremen, den Serien von Vertauschungs-, Reduktions-, Reziprosi- 
tiits-, Integraltheoremen usw., von denen mir selbst im algebraischen Gebiet 
nur ein kleiner Bruchteil bekannt scheint und deren Entdeckung mir nur 
durch die giinzliche Neuschépfung der Grundlagen 1., 2., 3., 
nur das Roheste bei der Kiirze erwihnt werden konnte, méglich ge- 
worden ist.***) 


von denen 


*) 8. ,,[I*, IL. Abschnitt. 
**) Den reduktiblen, hier vorliufig ausgeschlossenen Fall behandelt M. Noether: 
,Uber die reduktiblen algebraischen Kurven“, Acta math. Bd. 8 (1886), S. 161—192. 
**) Die vorstehende Gegeniiberstellung mit E. Ritter habe ich nur auf den Wunsch 
der Redaktion hin verfaBt. 
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I. Abschnitt. 
Vorbemerkungen. 


S$ 1. Der Gegenstand der folgenden Untersuchung. 


Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist eine nicht zerfallende 
Klasse (AK) von Riemannschen Transzendenten n** Ordnung und ihre kom 
plementiire (K). Wegen aller Grundlagen verweise ich auf die obenge 
nannten Arbeiten, insbesondere 1—IV., und erinnere hier nur soviel. 

Die komplexe z-Ebene F sei in nebenstehender schematischer Weise 
zm E” zerschnitten. In EF’ seien n eindeutige analytische bis auf Pole re- 
gulire Funktionen y, (i=1,2,---,) ge- 0 
geben, welche bei analytischer Fortsetzung 
liber die von O nach den Punkten a, ,a,,---,, 
fihrenden Schnitte die linearen homogenen 
Substitutionen A,, A,,---, A, mit dem 
Produkt 1 erfahren: y*— Ay,. Alle der- 
artigen Systeme.y, bilden eine Klasse (XK). (4) Z 
Ich bedecke E mit m kongruenten Exem- “~ 2 
plaren EL; und denke mir y, auf E, ausgebreitet; die Stelle von EL; mit 
dem Spurpunkt p (¢—p) auf Z’ bezeichne ich mit p/. Es gehdren dann 
zu jeder Stelle p von FE’ n Funktionselemente y,=— P,(t), wo ¢ eine Orts-, 
uniformisierende zu p ist.*) Das gilt auch fiir die Randstellen von KL’ mit 
Ausnahme der Punkte a. Hier lege ich durch eine Substitution L, welche 
A in die Normalform ‘ 


a 


s 


e; e; ” iste 
B- tae a, = a, + i,0”’, - 
é,, Osa, <1l,:-:- 
iiberfiihrt B= L-'AL — n Funktionselemente 
4 . 
(1) y, = Loy, = t% P(t) fest.**) 


Ich operiere im folgenden mit der Gesamtheit der Funktionsele- 


mente (y,, ¥,) und spreche der Kiirze halber von der ,,Funktion (y, #) oder 
y von (K)“ schlechtweg. In véllig analoger Weise werden die ,,Differen 


*) Ich bediene mich dabei der WeierstraBschen Bezeichnungsweise, wonach 
$(t) bzw. P(t) das Zeichen fiir eine reguliire bzw. nur endlichviele negative Potenzen 
enthaltende Potenzreihe ist. 

**) Der Einfachheit halber betrachte ich im folgenden nur den Fall einfacher 
Ketten, wo also B obige Form hat 
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@ 
tiale* (dJ, dJ) = (ydz, dz) oder noch kiirzer dJ = ydz der Klasse (K) 
erklart. 
Es sei nun ¥, ein System von Funktionen, welches die zu den A 





komplementiren Substitutionen A = (A-') erfahrt: 7*— Ay,. Es ist dann 


1 eriz 
¢. é, ? 
a be = is 
B=L AL : ey ee 
4 “a =a, +a, , 
: 
e, 0O<a, <1, 
und 
eé=, wenn «a =V, 
(2) e=—a-+e, ’ Ich setze 
le= 1, : “+0 
a 4 ’ 
° aa in, 
{3) 9¥,= Ly, = ft Pb) 


— 1 . a y . . » 2° 

und betrachte neben den ,Funktionen (y,y) von (K)* die ,,Funktionen 
a a 

(7, 7) von (K)*, ebenso neben den ,,Differentialen (d./, dJ) von (K)* die 


a é 
»Differentiale \aJ, aj) —\idz, ydz) von (K)*. Damit ist der Gegen 
stand der folgenden Untersuchungen genau bezeichnet. Man achte be- 
sonders auf folgenden Umstand: Es kann sehr wohl jedes A = A, also 
(K) =(K) werden und daher jedes System y, gleich einem System y, 
sein; trotzdem ist aber nicht Y; , im allgemeinen wenigstens, wenn 


‘nicht ZL = L ist). 


§ 2. Der Begriff des Multiplums. 


Es handelt sich fiir die so definierten ,,Funktionen“ und _,,Difieren- 
tiale* von (K) und (K) vor allem darum, die Begriffe Nullstelle und Pol 
scharf zu fassen. Das geschieht durch folgende Definition. Es sei a Re- 
prasentant einer von den bei z= a 


1» %,***, @, gelegenen Stellen, 6 eine 


beliebige davon verschiedene Stelle von LF’, A 


2 


und x, beliebige ganze 


i 


Zahlen; dann heibt das Aggregat von Punkten*) und Exponenten 


fas: ..- 
Ph ees Ps 
ain - ++ DF 


ein ,,Divisor“**) und ich definiere: 
*) Von gegeniiberliegenden Randpunkten soll nur je einer vorkommen. 
**) In Verallgemeinerung der Bezeichnung von Hensel-Landsberg: Theorie der 
algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902, S. 204. 
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Die Funktion (y, j) von (K) heift Multiplum von ©, wenn die Ent- 

wicklung statt hat 4 

bei a: oa = HB,(0) 

(¢=1, 2,---, m) 


bei b: yy, = *B, (8) 


Ist z. B. 4, = +1 bzw. —1, so sage ich, die Funktion hat bei a, eine 
Nullstelle bzw. Unendlichkeitsstelle 1. Ordnung usw., ist 4, >0, so ver 


‘ usw.; ist (y, ¥) Multiplum von 


hilt sie sich bei a, ,,regular 
i: eee 
D=/- = 1, 
0 
ao... 





so heiBt es ,jiberall endlich“. + sei die Anzahl der linear unabhéngigen 
iiberall endlichen Funktionen von (K). Man erkennt, daB + unabhingig 
von der Wahl von L, also eine der Klasse eigentiimliche Zahl ist. Ana- 
log ist die Definition fiir die Funktionen (y, 9) von (K) und z sei die 
entsprechende Anzahl. 

Fiir die Differentiale gilt folgende Erklirung: Das Differential 
\dJ, dJ) =(ydz, jdz) von (K) heiBt Multiplum von ©, wenn die Ent- 
wicklung statt hat 


, 1 dd P P 
bei a: # xe (i— 5 IS (ft 
a Ze BO) ° 
(5) ee gee Ge te: t= 1,2,-- m0 
; aJ, 
. 5 aon £43 
bei b: 7 eel 8, (2) 


Bezeichnet man das Aggregat der m unendlich fernen Punkte von EF; mit 


- 
ame —{B.} 
Pron 


und fiihrt den Verzweigungs- baw. Differentialteiler*) 
= % 

(6) 3-]] . bzw. B- 3 
(a) ain i 


ein, so erkennt man, daB die obige Definition fiir das Differential gleich- 


bedeutend mit der Aussage ist: der Integrand oder die Funktion (y, ¥) 


*) S. II“ oder ,III* oder ,,IV“. 
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von (A) ist Multiplum yon 0-¥-'*. Ist z. B. wieder 4, = + 1 bzw. —1, 
so sage ich, das Differential hat bei a, eine Nullstelle bzw. Unendlich- 
keitsstelle 1. Ordnung usw.; ist 4, >0, so verhiilt es sich daselbst ,,re- 
gular“; (in der Tat ist dann das zugehérige Integral [ ¢ “a Bi (A) dt fir 
t= 0 endlich); ist schlieBlich (dJ, dJ) Multiplum von & = 1, heiBt es 
»iiberall endlich“. o sei die Anzahl der linear unabhiingigen iiberall end- 
lichen Differentiale von (K). — Analog ist die Definition fiir die Differen- 


tiale \aJ, dJ) von (K) und @ sei die entsprechende Anzahl. Es -besteht 
alsdann zwischen den Funktionen von (K) und den Differentialen von 


K) die wichtige Anzahlrelation (I. Anzahltheorem)*): 


(6a) Ve= Un +pt+q-—1. 


Hierbei sind 2, 0’ zwei beliebige Divisoren der Ordnungen g,q mit dem 
Produkt 1; Us die Anzahl der linear unabhingigen Funktionen von (K), 
welche Multipla von © sind, Vg die Anzahl der linear unabhangigen 
Differentiale von (K), welche Multipla von 0’ sind. Zwischen den Funk- 
tionen von (K) und Differentialen von (K) besteht analog 

(6b) Ve = Uspt+p+q—1. 


Wegen der hieraus fiir 0 1, q = © folgenden Relationen 


4 6=t+p—1 baw. 6 tT+p I, 
wo p at —n+1 baw. p = SDd% +l 


das Geschlecht von (K) bzw. (K) ist, erkennt man, daB auch o baw. 6 
eine (K) bzw. (K) eigentiimliche Zahl ist. Im allgemeinen ist der Begriff 
des Multiplums hingegen wesentlich von der getroffenen Wahl von L ab- 
hiingig. 


§ 3. Die Charakterisierungsdivisoren. 


Um die einfachsten Funktionen und Differentiale innerhalb (K) und 
(K) eindeutig festzulegen, bedarf es der Wahl zweier Divisorenpaare MM, N 
und IM, R von folgenden Kigenschaften: 

Nach dem Vorbereitungssatz der algebraischen Charakterisierung [ir 
die Funktionen**) \aBt sich ein Divisor N der Ordnung rt 


*” 


S. ,,U.“, S. 175 oder ,IIl.“, § 1 oder ,IV“. 
) S. , 1%, 8. 262. 
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) 0 0 
my ce me, , n° 


Hh 


no. --- ne, n° 
finden, von der Art, daB es keine tiberall endliche Funktion (y, #7) von 
(K) gibt, welche Multiplum von 9 ist. Die Stellen m,,,,,---, m,,,,, Wo 
die » Zahlen aus der Reihe 1, 2, ---, » sind, kénnen und wollen wir als 
voneinander verschiedene, innere Stellen von EF,’ voraussetzen. (Auch ihre 


Spurpunkte in E” seien verschieden.) Wie man aus dem 1. Anzahltheorem*) 
erkennt, hat N% gleichzeitig die Eigenschaft, daB es — auBer den 6 iiberall 


endlichen Differentialen — kein Differential (a7. dJ} von (K) gibt, 
welches Multiplum von §-' ist. 

Analog laBt sich nach dem Vorbereitungssatz fiir die algebraische Cha- 
rakterisierung fiir die Differentiale**) ein Divisor I der Ordnung 6 





0 0 0 

mice we, m, 

1 1 1 

(8) mM Oe | on iN m 
0 0 | 0 

Moc mm mt 

” o,n nn 


finden, von der Art, daB es kein iiberall endliches Differential (a7. dJ) 
von (K) gibt, welches Multiplum von M ist. UWher die Stellen Wass? 
machen wir die analoge Voraussetzung, tiberdies seien m,,---, My-- M,,- oy Ne 
M hat dann gleichzeitig die Eigenschaft, daB es — auBer den iiberall 
endlichen Funktionen — keine Funktion (y, #7) von (K) gibt, welche Mul- 
tiplam von IM? ist. 

Wir wiahlen schlieBlich ein zweites Paar R, M von der Ordnung tr 
bzw. 6, welches inbezug auf (K) und (K) die analoge Bedeutung hat und 
von MN, M ganz verschieden sei. Dann kénnen wir uns von den Charak- 
terisierungsdivisoren folgendes schematisches Bild machen: 











Klasse (K) Klasse (K) 
‘ ; M :G Nit M : 6 RF 
Funktionen: plein adaibtaniies, ‘ sublisiitda, 
x x O0O-+-+-O x x . s OO:---O 
: , NF M:6 Nit M: 
Differentiale: kina, , eieaandinas ey See 
oo:--:-o KK eee Xk OO0:---Oo 


*) S. oben (6a). 


*) §. TIL", 8. 264. 
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Die Kreise deuten an: es gibt keine tiberall endliche Funktion bzw. kein 
iiberall endliches Differential, welches daselbst gleichzeitig verschwindet. 
Die liegenden Kreuze deuten an: es gibt — aufer den eventuell vorhan- 
denen iiberall endlichen — keine Funktion bzw. kein Differential, welches 
nur dabei héchstens Pole 1. Ordnung hat.*) 


Il. Abschnitt. 


Die Elementarfunktionen und -Differentiale 
von einer Variabeln. 


§ 4. Die Elementarfunktionen. 


Nunmehr kénnen wir die einfachsten Funktionen innerhalb (K) und 
zwar simtliche, mittels deren sich jede andere aufbauen laBt, aufstellen 
und eindeutig algebraisch charakterisieren. 

1. Wenn tr > 0, kann fiir die iiberall endlichen Funktionen eine Basis 


n . , = 
gy. ” ? (2) —j=1,2,--,2 — kiirzer o"(2) 
x R 

eindeutig so festgelegt werden, dai 

My »,) 1 fir x=—j 

(9 gy,” *(n,) J 
x” 10 » “ej x=1,2,-- 1 

wird. 

2. Ist d; eine ,gewdhnliche*, d. h. von den in M, NM, (W}, (P.} 
vorkommenden Punkten**) verschiedene Stelle, so folgt aus dem 1. Anzahl- 
theorem der Rejhe nach die Existenz***) der zu 0; gehérigen Elementar- 


funktionen h** Ordnung — h = 1, 2, --- in inf. — 
Ez, d,), 
mM, K 


wobei €“) folgendermaBen eindeutig festgelegt ist: abgesehen von den 
Stellen m, von M und 0, ist es iiberall regular; bei M hat es héchstens 


*) Wenn (K)=(K), kann M=—M, R—MN gewihlt werden; wir denken uns 
der Allgemeinheit wegen aber auch dann M und M, % und R voneinander ver- 
schieden und iiberlassen die Spezialisierung der Sitze, insbesondere der Vertauschungs- 
Reduktions- und Reziprozitits-Theoreme, fiir das Zusammenfallen von I mit M, J 
mit % dem Leser. Ist r—0 oder 6=0, kommt M bzw. Wt sowie die darauf beziig- 
lichen Elementarfunktionen usw. einfach in Fortfall 

**) In {WM} denken wir uns simtliche »-s Punkte Qiyr** yO; (J =1,2,-+-,m 
zusammengefaBt. 

***) Diese Herleitung habe ich ausfibrlich gegeben in ,,V “ 
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Pole 1. Ordnung, bei mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei d, 
die Entwicklung: 


d b) (a 1 
(10) Z,=d+t: ES (2,, dy) = a + B©. 

3. Sei m, eine von den 6 in M vorkommenden Stellen; dann gehért 
dazu — wie ebenfalls aus dem 1. Anzahltheorem folgt — eine Reihe von 
Elementarfunktionen h‘* Ordnung — h = 2, 3,--- — 

EM(z, m,), 
M,N 


wobei ©“ folgendermaBen eindeutig festgelegt ist: abgesehen von Wt ist 
€” iiberall regular; bei den von m,, verschiedenen Stellen von M hat es 
héchstens Pole 1. Ordnung, bei % mindestens Nullstellen 1. Ordnung, und 
bei m, die Entwicklung 

(11) Z—m+t: CC m)—24+°48M; h—2,3,-- 
E%(z, m,) fehlt. 


4. Sei 1, eime von den in % vorkommenden Stellen; dann gehért 


dazu eine Reihe von Elementarfunktionen h*™ Ordnung — h=1, 2,--- — 
(A) ( » 
EM(z, n,), 
M, R ' 


wobei ©“) folgendermaBen charakterisiert ist: abgesehen von Yt und n, 
ist es iiberall reguliir; bei Mt hat es héchstens Pole 1. Ordnung, bei den 
von i, verschiedenen Stellen von % mindestens Nullstellen 1. Ordnung, 
wihrend bei n, die Entwicklung lautet: 


n n 1 ‘1 ‘ 
(12) Z,=nyt: €;’(2,, n,) = 4 + HBO; h=1, 2,--- 
Hier wollen wir die 
(13) p(2) = EM(z2, n,) 


x mM, R 
als Elementarfunktionen nullter Ordnung einreihen. 
5. Sei a eine von den s Stellen a,, a,,---, a, und a, einer der n bei 

a tibereinanderliegenden Punkte; dann gehért dazu eine Reihe von Ele- 
mentarfunktionen h** Ordnung — / = 1, 2,--- — 

€(z, a,), 

M, R 
wobei €) folgendermafen charakterisiert ist: abgesehen von Mt und a, 
ist es tiberall regular, bei Mt hat es héchstens Pole 1. Ordnung, bei Yt 
mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei a, eine Entwicklung der Form: 


1 Zu) 1, 
(14) Z—a+t: he (4, a) = 5 + Bi); h=1, 2,---. 
J ‘ 
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6 Sei schlieBlich p,.; eine der » bei p,. tibereinanderliegenden Stellen; 
dann gehért dazu eine Reihe von Elementarfunktionen h** Ordnung — 


h=—1,2,--- — Ez, p..) 


i ~s 
M,R 
wobei €”) folgendermaBer charakterisiert ist: abgesehen von IM und p,, 
ist es tiberall regular; bei MM hat es héchstens Pole 1. Ordnung, bei R 


mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei p_, ; eine Entwicklung der Form: 


ni 


1 . 


(15) EM, ve, i L B(t): a ee 


Der Satz von der Partialbruchzerlequng der Funktionen besagt: Es ipt 
sich jede Funktion von (K) linear, homogen und eindeutig mittels der m 
einer gewdhnlichen Stelle sowie cu M, N, {A}, {B.} gehdrigen Elementar- 
funktionen darstellen.* ) 

Fiir die Klasse (K) haben wir die analogen, eindeutig charakterisierten 
Elementarfunktionen :**) 

1. wenn tT > 0 ist, die tr zu den Stellen fi, von M gehdrigen, iiberall 
endlichen Funktionen 


(n) 


Pre 


x 


(x), k=1,2,-- 


>> 


2. wenn b, eine ,gewdhnliche“, d. h. von Mm, RN, {AW}, (Pr) ver- 
schiedene Stelle ist, die Fanktionen 


€; r, Dz) h=1,2,- 
R, x 

‘ h) te ‘ « 

3. &,"(x, it;) h = 2, 3, --, 
WM, R 

(h ) 

4. (x, it;) h=0, 1, 2, --- 

M, R 
wobei CY = G(x 
nw 

5. E(x, a h=1,2,--, 

MR, RK 


wobei E” bei a, folgende Entwicklung hat: 


> ad ss 1 (i) (0 1 
(16) L,=a+T: e, & (rr, &%) = = + Bz), 
, T 
6 Ef? (x 2 
. k \t, Pros ) h—1, 2,- ; 
R, R 


*) S. ,,[II.“, 8. 271 und hier, Abschnitt VIL. 
Des Folgenden halber wihle ich hier das Argument x statt z und den Index k statti. 
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§ 5. Die Elementardifferentiale. 


Fiir die Klasse (K) sind das die folgenden: , 
1. Wenn 6 > 0 i8t, kann fiir die tiberall endlichen Differentiale eine 
Basis m \ 
dye "(e) — j=1,2,--8 — kitirzer ay") 
M mM 
‘eindeutig so festgelegt werden, dab — x—1,2,---,¢ — 
age) (2) (1 x—=J 
j - Uy bal Pes , =. * 
17) -- i le 4 + j wird.*) 


2. Ist Dy wieder eine von Mt, Mt, {UW}, {B.} verschiedene Stelle, so 
folgt**) aus dem 1. Anzahltheorem der Reihe nach die Existenz der zu D; 
gehérigen Elementardifferentiale A*** Ordnung — h = 1, 2,--- in inf. — 

lh) 
ai (Z, Ds) 
WN, M 
wobei d&” in der Weise eindeutig festgelegt ist: abgesehen von den 
Stellen n, von M und Dd, ist es iiberall regular; bei ¥% hat es héchstens 
Pole 1. Ordnung, bei Yt mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei d, 
eine Entwicklung der Form 


eh) fd 
d ASS’ \ax,, dy) 
(18) £Z,= d+: a 


» \ 
+ $B (r). 


1 
dt Laue 


3. Sei it, eine von den rt in Xt vorkommenden Stellen, dann gehért 
dazu eine Reihe von Elementardifferentialen h*" Ordnung — h = 2, 3, --- — 


As, (x, N,), 


R,M 
wobei***) .... an der Stelle n, die Entwicklung statthat: 
, AF (a, n,) | bite 
(19) L,=N+T: ds ha tS 4 P(r); h = 2, 3,--- 


ati (x, n,) fehlt. 
4. Zu der Stelle m, von M gehdrt eine Reihe von Elementardiffe- 
rentialen A** Ordnung — | = 1, 2,--- —, 


=) 


<(h 
dy. (x, m,), 


RN, M 


*) Im algebraischen Fall bei WeierstraB a. a. O. 2. Kap. mit H(zy), = be- 
zeichnet; vgl. auch Brill-Noether, a. a. 0. 8. 421. 
**) Man sehe die ausfiihrliche Herleitung ebenfalls in ,,V.“ 
*) Die Erginzung des zuniichst folgenden Textes wie bei 2. iiberlasse ich 
dem Leser 








R. Koénre 


wobei*) ...... bei m, die Entwicklung lautet: 
(20) a tee aX” (a, my) a Ri =a 
2 LL,=mM+T: y= aoa s (tT), e=— 1, 4, °< 
hier wollen wir 
(21) avy” (x) = aFl (x, m,.) 
M R, M 


als Elementardifferential nullter Ordnung hinzunehmen.**) 
5. Zu a, gehért die Reihe 


dt, (2; a,) h=1,2,... 
R,M 
wobai®™) ....:. an der Stelle a, die Entwicklung stattfindet:***) 
s(n) (4 
' 1 43; 7(2,, a,) 1 (1 
96 Ae ge ae a noe | 
(22) Lz, a+ t: - = a {5 + B(r)I- 
6. Zu p.; gehdrt schlieBlich 
aX, (x, Poi), h=—1, 2... 
MN, M 
woeel*) .....: fiir p.; gilt 
AROS ) 
x 1 Oj \%r7 Px 1 
(2: ——: =—+8 
23) Zz, aed dt - B(x). 


Der Satz von der Partialbruchzerlegung der Differentiale besagt, dap 
sich jedes Differential der Klasse (K) mittels der zu einer gewihnlichen Stelle 
sowie su N, M, {A}, {B.} gehdrigen Elementardifferentiale linear, homogen 
und eindeutig mit konstanten Koeffizienten darstellen laft.+) 

Fiir die Klasse (K) sind die analogen, eindeutig charakterisierten Ele 
mentardifferentiale: 

1. Wenn o> 0 ist, die ¢ zu den Stellen mM; von M gehérigen, iiberall 


endlichen Differentiale 
dy {w(z) 


mM 
2. dS (ze, b,), h=1, 2,:: 
R, Re 
3. d}(z, tty), h = 2, 3, +» 
w,M 


*) Die Ergiinzung der zuniichst folgenden Textes wie bei 2. iiberlasse ich 
dem Leser. 
**) Im algebraischen Fall entsprieht dj," (2, m,) bei WeierstraB a. a. 0. 8. 25% 
R, M 


H'(zy),; 8. auch Brill-Noether a. a, O. 8. 427. 
***) Man achte auf die unter (5) gegebene Definition des Multiplums, 
+) 8. VIL. Abschnitt, wo dieselbe ausfiihrlich gegeben wird. 
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4 dF(2, itz), h=0, 1, 2,+-- 
RK, M 
Dd. dF(2, a,), 


w, M 


und di = dy{#(z), 
hw1,2--. 


wobei fiir a, die Entwicklung lautet: 


‘ 1 49,0) * 4 (1 ») 
») “ ao = ape «a 
(24 2, a t: i dt ti | aes BO}, 
6. AF (z, Pos) h=1, 2,-:-. 
H, M 2 


Stimtliche Elementarfunktionen und -Dijferentiale, deren Existenz aus dem 
1. Anzahitheorem folgt, kinnen auch — wenn eine Basis der Klasse gegeben 
vorliegt — aus dieser durch rein algebraische Operationen wirklich hergestellt 


werden ° 


Ill. Absthnitt. 


Die Elementarfunktionen und -Differentiale 
von zwei Variabeln. 


$6. Die Elementarfunktion Z)(z, x); ihre Charakterisierung 


M, R 


und Aufstellung. 


Wir gehen jetzt itiber zur Bildung von Elementarfunktionen der Klasse 
(A }, welehe auber von dem Argument ¢ noch von einem variabeln Para- 
meter x abhiingen.*) 


Es sel 


Ez, 2), Ey, -++, E, 


M,N 
- | OP ) 
(25 EM (2, 2 21 i, k—1, 2, n 
M, R 
E., EB... 


eine quadratische Matrix von Funktionen zweier in E’ veriinderlichen 


GriBen z, x, welche folgende Kigenschaften besitzt: 
Bei festem & und z ist die Spalte LE) (¢, 7) — i= 1, 2,---,n — 
eine Funktion der Klasse (K); bei festem i und ¢ ist die Zeile E{”)(z, x) 
- = 1, 2,---m — eine Funktion der Klasse (XK). In ersterer Eigen- 
schaft “betrachtet (fiir jedes beliebige / und jede beliebige von den Spur- 
punkten der in M, MN, {MW}, {P.} enthaltenen Punkte verschiedene Stelle 


z von E’) verhalte sich die Funktion von (XK) 
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| EW (e, x), EBw(e, x)! E*(2) = L-* E(e) 
| ax, MR 

folgendermaBen: bei It hat sie héchstens Pole 1. Ordnung, bei R min- 

destens Nullstellen 1. Ordnung; sonst ist sie tiberall regular auBer fiir 

z=az und i=k, wo sie die Entwicklung hat: 


= a 1 > 
(26) [= Zr t: I hy ( 24) A ta as Be). 


Die Unitdt folgt sofort. Wiire /\(z,2) eine zweite derartige Matrix, 

so folgte fiir die Differenz 
E@(e, 2) — EM(e, x) = S'c W(k, 2) - (2), 
‘ k _ A 

da es auBer den iiberall endlichen Funktionen g,“(z) von (KX) keine linear 
unabhingigen gibt, welche Multipla von Yt-' sind; die Koeffizienten 
hiingen von / und z ab. Wegen «es Verschwindens bei St folgt aber 
weiter nach (9) C™(k, x)= 0 und damit fiir jedes / und jedes i 


E (2, 2) — E@(z, 2) = 0.*) 


+k ik 
Die Existenz beweisen wir zunichst fiir h 1 durch direkte Aut- 
stellung. 
Es sel EM (2), E3)(2) 


EM) (2) 
? pa \ 


ein System von m Funktionen der Klasse (K), welche eine Basis fiir das 
»ideal J(1)* bilden, d, h. fiir die Gesamtheit der Funktionen von (X), 
welche aufer im Unendlichen Multipla von & = 1 sind. Nach dem zweiten 
Basissatz \iBt sich ein solches System herstellen.**) Das komplementire 
System hierzu 


Ep) EA» E(") 
Sk (LZ), Se (Z), °° * Sk (4), 
dessen Zusammenhang mit dem obigen in der Weise gegeben ist:*** 
)\ ae £0 ¢ cl) ) f —1) > ae ade 9 
(E,.) = & > a oe 8 a, x ((&,. j? r,s=1,2,- a 


bildet nach dem Komplementensatz7 ) eine Basis fiir das ,,ideal J(§~')*, 
wo § der Verzweigungsteiler von (XK) ist (s. 6.). 
Ich setze nun 


. (1 1 . 7. 
@ ls. a) & (a) ER (a) ++ FEM EMO | 
z?, 4) = = 
Bei y.; — j= 1, 2,---, m — wird 8 ,,(2, 2) als Funktion von z eine ge 


wisse Entwicklung haben 
*) S. WeierstraB, a. a. O. 8. 197/8. 
**) S. UL“, § 9 dder , VI“ 
***) S. Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 226ff. 
$. ,,[II.“, 8. 171 (Theorem Ila) oder ,, V1.“ 
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a=: &5.(Z, x) ee a eee | — + B(#), 


wobei jedes ( die Form hat: C =/,(z). Die eventuell vorhandenen nega- 
tiven Potenzen kann ich durch Subtraktion der zu p.; gehdrigen Ele- 


mentarfunktionen €,(z, p.,),--- zum Wegfall bringen und erhalte in 
a I; 
> Wlrurn a 
n:(2, 2) = B;,(2, 2) - h Pe po - EM (2, Pos) 
ik d “ i j 
rm MW, R 


j 


eine Matrix, welche sich als Funktion von z fiir jedes p,, regulir ver- 
halt und dafiir bei Yt héchstens Pole 1. Ordnung bekommen hat. Fiir 
eine Stelle n, von Xt wird ferner 


Hyatt, 2) o,,(u, 2) = I(®), 


wo , wie f, eine Funktion der Klasse (A) ist. Bilden wir daher 


‘’ 
EM(2e, 2) = ny (4, 2) — - GL (2) PS (2) 


‘ , 
wm, R = x 
so hat dies — fiir jedes k und « — als Funktion von z bei MR mindestens 


Nullstellen 1. Ordnung. Man erkennt, F(z, x) hat in der Tat alle durch 
die Definition geforderten Eigenschaften; nur fiir die Stelle z = x bleibt 
das noch zu erweisen. Nun ist ganz allgemein fiir komplementiire Systeme*) 
{0 ik 

Er '(v) Be (vw) +e + E(x) (x2) = 
. 5 , | l i= k. 

Ist daher x = 2, eine beliebige, von Mt, R, {WX}, | B.} verschiedene Stelle 

vw ) . . . r ° 

von E’, 7,=a, +1, k eine beliebige feste Zahl der Reihe 1, 2, ---, », 
so wird der Zahler von @,,(z2, x) 


(1) /0\ E(1) 7. 
PX; (21) 5 (to) = B.(8) 
and {0 i 


$,(0) = ly? je nachdem , 1 ist. 


Daher wird im ersten Fall 


0 \ EO » 
9;,\2,, Lo) = i = # (4), 


im zweiten Fall 70 1 ¥,.() —1 : 
Piz \%,, Lo) - ” ees t - $,(4)3 


S. Hensel-Landsberg, a. a. O. S. 232. 
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da €(z, p,,) und p(s) fiir z= x regulir sind, gilt dasselbe auch fiir 
MR R 


n,(2, 2) und EM) (2, x), gq. e. d. Ich setze schlieBlich 


a,- £(1) 7. s(1)7,. 
(27) OM) (2, 2) = eb ais 


1 a 1 
wobei also —&, €, m an Stelle von &, €, » tritt 


Z 
—, 4 g(1) 4 EU r) 4 
: Ae 1 ee 
QR EY (2, x) : * tere 
aa t—2z 
wy WE ; 
wo &,f, 9 an Stelle von &, /, 7 tritt; 
1 ct 
4,4 git z)é 1 r) - 


29 ES (¢, x) 


wobei beides gleichzeitig geschieht. 
Hiermit ist ,die in bezug auf i, R algebraisch charakterisierte Ele- 
mentarfunktion® 1. Ordnung der Klasse (KX) mit dem Argument ¢ und 


dem Parameter x E‘})(z, x) aufgestellt. Sie bildet das Analogon der Weier- 
M,N 





straBschen Grundfunktion H(zy, zy’) im algebraischen Fall.* 
Auf ganz analoge Weise ist die in bezug auf Yi, Yt algebraisch cha- 
rakterisierte Elementarfunktion 1. Ordnung der Klasse (XK) mit dem Argu- 


1 »2@ aya 


ment 2 und dem Parameter z zu bilden: L{) (x, z). HL, FE, EF haben die 


analoge Bedeutung. RR 


$ 7. Potenzentwicklung der Elementarfunktion 1. Ordnung. 


Man beherrscht F'1)(z, x) vollstindig, wenn man folgende drei Fragen 
beantworten kann: A) wie verhilt sich E‘))(¢,, z,), weun zg, und 2, zwei 
ganz beliebige Funktionselemente darstellen? B) wie lautet die Entwick- 
lung nach dem Parameter + bei festem ¢ und z? C) wie. lautet die Ent 

‘ 


wicklung nach dem Argument ¢ bei festem k und x? Wir beantworten 
diese Fragen nach dem Vorgang von Weierstrab**) fiir 





M, R 


*) S. Weierstra8, a. a. O. 2. und 8. Kapitel. 

*) 8S. a. a. O. S. 76ff. 

**) Der Beweis des Folgenden bildet den Hauptinhalt der Arbeit ,,V‘. Hier 
gebe ich nur die Resultate. 
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A) Es mége 2, zunichst ein Funktionselement darstellen, dessen 
Mittelpunkt von einer Stelle a verschieden ist. Dann ist, je nachdem z, 
ein Funktionselement 1. mit einem davon verschiedenen, 2. mit dem- 
selben Mittelpunkt darstellt 


1. Es? (4,, n,)o* bzw. > Ev (2,, 2,) ~e7 P(t, T), 
(30) 1 [PO*) i+ k, 
2. E\)( oe as | : 
1 (Bey Xe) dt f= + # (t, r) i= k. 


Ist hingegen x ein Funktionselement mit dem Mittelpunkt a’, dann ist 


entsprechend den beiden Fallen fiir 1. und 2. fir z,: 





se a’ 2° a’ 
i “ys a’ \ dx 119 f& @\ de 1 , 
1. ; E,,\2 ‘,) . baw. — SE, ze, 2 5 = t 
mH ‘a ” t dt ti r% val f 5) dt rk P( ? tT), 
1 ., 
~ =~ P(t, t) it k, 
2a fq’ a . Tk 
2. Em (2 x.) _—. : 
ana” = 1 1 - 
. (, = P(t, r)) i=k 
Hieraus folgt*) — bei naherer Untersuchung der in den Reihen 


P(t, t) méglicherweise auftretenden negativen Potenzen von ¢ und t — 


B) der fundamentale E-ntwicklungssatz fiir die Elementarfunktion 1. Ord- 
nung nach dem Parumeter, welcher folgende Gleichungen umfaBt: es ist 
fir die Stelle 


d (4 d dx y+1 3 
1. (ds): 4,—=d+r: Ei} (e:, te) a = > EY? (2, dy) x7, 
M,N °- as 


ds + M, N, (M}, (P.}, 


m 
m 


c*) 
1)(/. ™\ae ¥ +1) - 
2. (m,):%,=—=m+T: Eju \2:, Lx) a = > CM (a, m,,)t’, 
° See 


M,N 
Entw. I: 
a be 

‘ PE, en ' »(1) / n\ dx \ (y +1), ” 
3. (i,) : i n+ tT: Liv (St, ay) _ = a &;’ {Z, n,) t ; 

M,R ya ieee 

* az ad 
a 1 eit) @ x 1 (y+1)/ = 
4. (a,) :2,=4 + tT ij E;; (2, be) ae = a > &; (2, aj)t’, 
tT 
TY MR y =o WR 


*) S. die letzte Anm. 


Mathematische Annalen. LXXIX 
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~ 
= . x 1 (1) / ~ dx 7 y +1) y 
dD. (Yuj) ite = : E; (g, r,) "= &; (z Dos) Tt”. 
od IM, R , de OR, R Cece 
atts Y= , 


Der Satz — Entwicklungstheorem I, — kann folgendermaBen aus- 
gesprochen werden: Alle Elementarfunktionen der Klasse (K) entspringen 
— und zwar jede genau emmal — als Entwicklungskoeffizienten der mit 
dz ae " . , » , 
os multiplizierten Elementarfunktion 1. Ordnung von (K) mit dem Argqu- 
ment z, und Parameter x, nagh r. 


C) Das Verhalten von F")(z, x) in Abhingigkeit von zg ist schon 
ik gig 


Mm, HK 


durch die Definition gegeben, wenigstens wenn x eine gewodhnliche Stelle 


, , , . . : » 4 dz 
ist. Die genane Kenntnis der Entwicklung von £,,(z;, 2.) ;* nach ¢ er- 


dt 
halte ich — ebenso vollstindig wie im vorhergehenden Satz — durch das 
Vertauschungstheorem I,. (5S. § 13.) 
° iy . os »(1) oe 
Genau dieselben Uberlegungen sind fiir Ej; (x, z) durchzufiihren. 
M, R 


$ 8. Potenzentwicklung der Elementarfunktionen héherer Ordnung. 
Es ist zunichst noch die Existenz von F(z, x) fiir h > 1 nachzuweisen. 
MN 
d’ 


1 
Bilden wir zu dem Zweck jpi-1 1{P(2, %), so leuchtet zuniichst ein, dab 
( 
RR 


dieses alle in der Definition von EF‘) geforderten Eigenschaften hat mit 
Ausnahme von (26). Wenn aber z, und x, dasselbe Funktionselement mit 
einem von Mt, RN, {UW}, {P.} verschiedenen Mittelpunkt 2, darstellen, so 
ist nach (30) 

EM(; dr 


fir i=k: 
“kk \2t, Le) 


t 
I, = Ly + ¢: M, R dt t 


1 ‘ 
> P(t, t), 


rT 


und P(t, rt) kann keifie negativen Potenzen von ¢ enthalten, weil weder 


EMz,),---, noch €,7+%(z,, p_,),---, noch »,(z,), --- solche enthalten. 
MK % 


, l 
Nun ist wegen “** — 1 


dt 
h—1 A—1 h—t 
” d »(1) a . 1 d P(t,t 
(31) ay) Ex (&; L,) = a=! Ei (#:, Ir) e-l)_—-a + a?! 
also fiir tr = 0: 
to d-* y(% (h—1)! ne 
2,= 2 +t: pt FExe\&:, %o) = et $ (2), mithin 
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. (A) 1 a‘~ ( 
(32) te (=, 0) = eT agrat Ei (@, x). 
Ableitungssatz I,: Die Elementarfunktionen hiherer Ordnung von (K) 
mit dem Argument z und dem Parameter x entstehen aus der Elementarfunk- 
tion 1. Ordnung durch Differentiation nach dem Parameter x. 
Danach beantworten sich die drei im vorigen Paragraphen gestellten 
Fragen A), B), C) beziiglich EW) aus den fir E{) gegebenen Darstellungen. 
Des Folgenden wegen wollen wir die Entwicklung von 


a(hk +1) 
Ex” ’(#, 2), h=1,2,--- 
M,N 


nach dem Parameter t (B) hier durchfiihren. 


Entwicklungstheorem I, , ,: 
Es ist fiir 


~~ 
. (hk +1) > (3 (y + 1) -/ 
I Ds L. -d+t Eis (2, y= \ ) & (z, Ds) F 
i 

mM, R — M, R 
. m ; h ( a 7 7 (y +1) 7 
2 mM: 2,=—=m+t Ein &, 22) = G; (4, Mm, )t ? 

M,N - M,N 

y= 
" (h+1 ~ 

. n, i, = n-+T Ei, ‘(é, Lr) A+1 | z 

Mm, R . t 

oa 
' ! +1 
+ > 3 Gy * (2, ne 
—<_ 
a ) . oe 
. a:z7%,=—a Tt: S 1st zunachst (2° 
4. a,:2, Es ist hst (28) 
‘ 3 1 di ~4 
(32a) EC+) ox , 


h! dat ~~ 


Ferner setze ich zur Abkiirzung, wenn £ eine beliebige reelle oder kom- 
plexe Zahl, r eine natiirliche Zahl ist, 


i? - (F).r1 = a(6—1)--- r+1), [S]—1 
und fir s=1,2,---,r 


-(f+() Cedi +- (0210) 


= 


‘*) 





) Diese Definition des Symbols [ a 
r, sJ 
werden, indem obenstehende Reihe alsdann mit dem Gliede bzw. dem Faktor 


34 :) = 0 von selbst abbricht. 


. kann auch noch fiir s >r ausgedehnt 





100 R. Konic 


a 6)_ 8) 
fir s=0 [l- at 
Dann wird wegen a, = — a, + &, 
4) a 7 +1) a 
(33) E;} (2, 2 Z,) = ee €; "(z, a;)t’ =T 4. B(x), 
y=o De® 
a 4) ~a;-h {T— @&] op aa —« 1 
gh BS =O BO + (4) PPO-# +: 


( 
+ (RI) 80-4} 


und daher (28), (32a) 


- 1 “845 a — 
34) 4. E;; \21, Le) > - 
cine h * e 


Hierbei ist fiir s = 0, 1, 2,---, und nach der Anm. auch fiir s >h: 


o- } — aj) 
39) re lag | CB@].- 
- a 1 
2 p.; — t : 
— oh + 1); ~ , aS reat has giy+), y+2+h 
(36) Ejj*” (a, %) = (—1) ( 4 ) SP (4) Pos) 
M,N nl M,N 


Den Inhalt der Gleichungen 1., 2., 3., 4 
lungssatz (/ + 1)" Stufe (Entw. 1, , ,) fiir die Elementarfunktion (h + 1)" 
Ordnung von (K) mit dem Argument z, und Parameter x, nach t 


T 
Fir das Folgende erweist es sich oft als vorteilhaft, statt E+" (z, 2) 
-h=0,1, 2,--- — die Funktionen nade 
en (h +1) (h+1) a+ SY 41 n) 
(37) Ei. (#,27)=— Ej” (2,2) +(—1) Ej (ax, n,)-qi (2) 
M,N; RM, R M,N RN MR R 


einzufihren. In Abhingigkeit von z hat E dieselben Kigenschaften wie 


, h . Tr 
FE, nur daB an den Stellen n, von ® E; *(z,,2)| nicht Null, sondern 
Me, N; We, ve os 
. h+1 fe(h+1) ° 
gleich 1) % (a, N,) ist. 
Ww, R 


Statt von der quadratischen Matrix E{*+(z, 2) spreche ich hier und 
im folgenden kurz von ,der Elementarfunktion“ G+ ta Ordnung der 


Klasse (K) mit dem Argument z und Parameter z. "E@+ » Ro+n, ‘EO+ 
sind wie fiir h = 0 zu definieren und schlieBSlich fiir die Klasse (i) die 


analogen Funktionen a+y 
E (x, 2) und 
Di % 


» 5. bezeichne ich als Entwick- 
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‘ —(A +1 (A ( ‘ A+1 
(88) EXT? (2, 2) = Eft” (a, 2) + (—1) a CPt (x, ity BP) 
RM, R; M,N me eg () De, R 


sowie die entsprechenden Sitze aufzustellen. 


” 
§ 9. Das Elementardifferential d F,!*" (a, 2); Charakterisierung 
R, M 
und Aufstellung 


sh schreite jetzt zur Bildung von Elementardifferentialen der Klasse 
Ich schreite jetzt zur Bildung k ntialen der Klasse 
(K), welche auBer von dem Argument x noch von einem variabeln Para- 
meter z abhiingen. 
Es sei ad FY (a, z 
R, M : 

da i,k—=1,2,--+,m 
eine quadratische Matrix von Funktionen zweier in E’ verinderlichen 
GriéBen z, z, welche folgende Eigenschaften besitzt: Bei festem i und ¢ 
aF\) dx 


— ein Differential der Klasse (K): bei festem k und. 


ist die Spalte 


aF i 


und z ist die Zeile eine Funktion der Klasse (K). In ersterer Ab- 


hingigkeit betrachtet (fiir a beliebige i und jede beliebige, von Spur- 
punkten der in Mt, Mt, {MW}, {B.} enthaltenen Punkte verschiedene Stelle 


z von EF’) verbalte sich ie Differential von (K 


d Fi) (x,, 2) dF (z_, z) 
N, WM R, WM 


29 
(oJ) 
dt ? dt 


| — dF, (2) = [- ‘ad F,( 
folgendermaBen: bei J hat es héchstens Pole 1. Ordnung, bei Pt min- 
destens Nullstellen 1. Ordnung; sonst ist es tiberall reguliir auBer fiir 
x=2 und k =i, wo seine Entwicklung lautet: 


, 


1h 
(40) t=—=2z+T: a Fi’ (4s) #) — : + B(x); i= 1, 2,---,m. 
, tr’ 
Die Unitaét folgt analog wie in § 6. Die Evxistenz beweisen wir ebenfalls 
zunichst fiir h = 1 durch direkte Aufstellung. 


Die Funktionen - 7 
: i (2), eee, Ei (x) 


ata ’ (1 . : 
bildeten eine Basis fiir das Ideal J( Setzen wir also 


3) 
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so verhalt sich das Differential #,,(a,, 2) * im Endlichen bereits tiberall 


regulir, wenn z +z. Im Unendlichen mége es bei p, , — j —1,2,---,n — 
die Entwicklung haben: 
o D , (J) 
~ 1 2 dx 4; D; , . 
= ° Pe a) F os ae cee ate 4+. $v) ) 
r. : U;; Ley an 4j 7 | 3 {T), 


wobei jedes J) die Form hat: D=—f,(z). Die eventuell vorhandenen nega- 
tiven Potenzen von rt bringen wir durch Subtraktion der zu p,, gehdrigen 


. . ~(h , . 
Elementardifferentiale d{;’(z, p.;) zum Fortfall und erhalten in 
RM 


(?;) 

” J a¥, \ry dD. ; 
, aa da Y (5,0) M,N 
,;( 2, 2) ,,(2, 2) _ SS? £22) 
‘i dt i dt heat ** dt 
1 


0;=1 
ein Differential von (K), welches sich fiir’ jedes p_, regular verhilt und 
dafiir bei % héchstens Pole 1. Ordnung bekommen hat. Fiir eine Stelle 
m, von MW wird ferner 


m m 
m da ‘ dz 
NAL, 2 ’ PAs 6 J = 9;™(8), 


wo gz) wie f,(¢) Funktionen von (XK) sind. Bilden wir daher 


d Fi Z, d rh Nag x) 
RN, M dx dx 7 M dx 
= 7,.(2, #8) = - Sg (2). : 
dz dt see? dt kai ** dz dt 
(MM) 


iS) 


so hat dieses alle in der Definition von dF geforderten Kigenschaften, 

auch fiir =z, wie man analog wie in § 6 erkennt. 

Ich setze 2. 
aF,, r,s EO) (ar) gh z)+ 


(41) dx z—z 


a 


wo also £, df, d® an Stelle von £ aS, dv tritt; 


7 


adF..(a.s (ey Ee) 4... 
(42) ni®, #) Se (2) ) 4 i ens 


dx z—z 4 


wo &, f, q an Stelle von &, f, g tritt und schlieBlich 


: aF (zx, 2) El (a) EM (2) 4 --- 
(43) ue a <i. 


p= gs 


wenn beides gleichzeitig der Fall ist. 
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Auf entsprechende Weise ist das inbezug auf 9, M algebraisch cha- 
rakterisierte Elementardifferential 1. Ordmung der Klasse (K) mit dem 
dF§) (z, x) 
Dis , . ER dz on 
Argument zg und dem Parameter 7 zu bilden: - a? fiir welches 


a, ,a a, & 
al’, dF, dF die analoge Bedeutung haben. 


$ 10. Potenzentwicklung des Elementardifferentials 1. Ordnung. 


: dF (ax » =) + . : 
Man beherrscht wiederum ~ “*,’ *’”’ volistiindig, wenn man die ana- 


logen drei Fragen A), B), ©) wie in § 7 beantworten kann.*) 

A) Es mége ¢, zuniichst ein Funktionselement darstellen, dessen 
Mittelpunkt von einer Stelle a verschieden ist. Dann ist, je nachdem 2, 
ein Funktionselement 1. mit einem davon verschiedenen, 2. mit demselben 
Mittelpunkt darstellt: 


t 





dF (x, z,) aF(t., s,) 

1. eee a oe ki \"e? *t »/ a 

F< bzw. a ae P(r, t) baw. a P(s, ¢), 
(44) 
. dF Y (x, 2, ( PC, t) k + i, 
Z. l , ‘ 
dt 1 P(t, t) k = tl. 
t—t 


Ist hingegen z, ein Funktionselement mit dem Mittelpunkt a, dann ist 
entsprechend den beiden Fiillen fiir 2,: 


a a',a 


~~ 1 — a’ 1 
1 dF.(e,, 4) 1 1 dFOG,, 4) 
l. . bzw. 
t% dt ct t% dt 
1 
P(c,t) bzw. ==, - P(t, bt), 
= dh th 
a,a 1 Pi f } + . 
a T ) t i 
~(1 a e & ? ? 
2 Je. dF i) (&e, %) ie 7 
— - . s 1 1 , , 
evn it de P(r, t)! k =i. 
rk lr t + \t; )? ; 


Hieraus folgt 

B) der fundamentale Entwicklungssatz fiir das Elementardifferential 1. Ord- 
nung nach dem Parameter**), welcher folgende Gleichungen umfaBt: es 
ist fiir die Stelle: - 


*) Der Inhalt des Folgenden bildet ebenfails einen Hauptteil von ,,V“; ich gebe 
hier nur die Resultate daraus ohne Beweis. 

**) Vgl. fiir den algebraischen Fall WeierstraB, a. a. 0. 2. Kap.; Brill-Noether, 
a. a. O. 8. 421/2. 
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dF (x,, 4) o d+” (a,, dy) 
é ; R;,M Ly R,M a? 
1. d,, 2, — att: xz -D> 43 tr, 
y=0 


dD, +R, My (A), (P.}, 


am 8 * 
dF” (x,, z,) oe ayy* (z,, 0,) 
n R, M — ARM » 
9 iia | #- — = > -t, 
= i,, Z, n-+t: , o 
y= 
Entw. IL: Se a sa | 
dF iY) (es #,) o AR * '(a,,m,,) 
‘ m . R, IM . R, M , 
3. m., Zz, =m-+t: _ S _ 
~ dt , dt 
=—1 
Zl) / : <ly4+1), 
a Py (2, 4, o Ag’ *” (x,, a;) 
, , 1 RM Y RM ; 
4 a,, 2 a+t: . S . tY, 
, t*j at — dt 
y=0 
Aue , Sly+1 - 
ak) (2, z,) oo add; 2, ¥.,; ) 
aah a 1. R, M QR t 
° Prog? we dt eg had dt , 


y=0 


Der Satz — Entwicklungstheorem II, — kann so ausgesprochen werden: 
Alle Elementardifferentiale der Klasse (K) — wnd zwar jedes genau ein: 
mal — entspringen als Entwicklungskoeffizienten des Elementardifferentials 
1. Ordnung von (K) mit dem Argument x, und dem Parameter z, nach t. 

C) Die vollstaindige Entwicklung nach dem Argument rt folgt spiter 
von selbst aus dem Vertauschungssatz I, (§ 13). Das Analoge gilt fiir 
d FW (2, x). 


RN, M 


§ 11. Potenzentwicklung der Elementardifferentiale héherer Ordnung. 


d Fe, Z) 


‘ : ’ R, M dz p . 
Zuerst muB noch die Existenz von a a fir h>1 nach- 
, (Fae 4 
. . : . ; e: RM 
ewiesen werden. Bilden wir zu dem Zweck n 
8 den. Bild dem Z oe e und 


bedenken, daB, falls z, ein Funktionselement mit einem von den Spur- 
punkten von MN, Mt, {HM}, {P.} verschiedenen Mittelpunkt darstellt, in 
den Reihen in (44) keine negativen Potenzen von t vorkommen kénnen, 
so folgt analog wie in § 8 
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aF{) (x,; 2) ( aFO(x,, 2) 
45 R, M dx, 1 e-* RM 
——saanaues es | SS . 
(45) dx dt (h—1)! g-'-? at 


Ableitungssatz I1,: Die Elementardifferentiale hiherer Ordnung von (K) 
mit dem Argument x und Parameter z entstehen aus demjenigen 1. Ordnung 
durch Differentiation nach dem Parameter z.*) 

Wir beherrschen damit auch fiir die Elementardifferentiale héherer 
Ordnung die drei Fragestellungen A), B), C). Des Folgenden wegen gebe 


; se a 2 3 = (h +1) 
ich hier ausfihrlich die Entwicklung von dFi; ‘(x,, 2) nach dem Para 


meter ¢ (B)**): as 
Entwieklungstheorem II, .,: 
‘ ee) th a Fat” (x,, z,) s) ~~ 7) ax? De, d)) was 
ee = dz -=-> M4 dz - ? 
y=h 
th + 1)/ n co =(y +1) 
2. ti z,—nt+t: a Fey” er %) => (i) a t’- 
> __ dz 1 \h dx 
- dFGCtD(yg 3) 1)! aw™ 7) 
3. m,, 2,= : = — ——" tha. 
mM, 24=m+t dz res" a 
~~ ayy £,m,) 
dz 
=h 
4. a,,2,=a+t: hier ist 
dF (a Zz Ss eG a 
t ) _ f% z ( i) y — = 
dz ‘ < dx Y= - LUE), 
y=0 
a’ Sad ~~ [es Sa) : (N)L a Soe , (A\ Tay 5 : 
dz’ / \LhJj™ : la 1 u )-t +--+(,) [6] (¢): 
« 
und daher aad 
IFU+Dy, 4 
(46) 4. : ee ee 
{ti dz h! t” | 
Hierbei ist fir s > 0: 
47 Lol © 1 
(47) Pig [O(e)l-. 


) Vgl. fiir den algebraischen Fall H. Wel, Die Idee der Riemannschen Fliache, 
mM, 1913, S. 116. 
**) Der Kiirze halber lasse ich im folgenden die Angabe von M, ® iiberall weg 



























x 


v. Po5 


(48) 


aFG+%e,, aBy , r0) 


dz 


Den Ighalt der Gleichungen bezeichne ich als Entwicklungssats 
(h +1)*" Stufe (Entw.-S. Il, , ,) fiir die Elementardifferentiale von (K) mil 
Argument x und Parameter z. 

Ebenso wie bei den Funktionen ist es hier vorteilhaft, statt 


die Differentiale 


(49) dFY* (x, z) 


RM; RK, M 


“iz m,)- dv (2) 


einzufiihren, welche in Abhiangigkeit von dem Argument z dieselben 
Eigenschaften wie die df” * 


aFO*) (@ , 2,) 
dt 


haben, nur daB an den Stellen m, von ® 


_ nicht Null, sondern gleich (— 1) 


Fiir die Klasse (K) sind die analogen Differentiale 


und 


ee ee ee 


nebst den entsprechenden Sitzen aufzustellen. 


Fir 4 = 1 stellt 


die Verallgemeinerung der Weierstrab- 


schen Funktion G(y, z’y’) im algebraischen Fall dar.*) 


* 


S. WeierstraB a. a. O. S. 269ff. oder Brill-Noether, a. a. O. 


enteprechen bei Weierstra6 die Funktionen H(ry),; 


die Funktionen 


H'(xy),; tiberdies wird da M—M, R—N gewihlt. Vgl. hierzu die Anmerkung am 


SchluB von § 38. 
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1V. Abschnitt. 
Die Vertauschungstheoreme. 


$12. Zusammenhang zwischen den Elementar-Funktionen und 
-Differentialen von zwei Variabeln. 
Wir wollen nunmehr alle Zusammenhiinge zwischen den aufgestellten 
a FG t,x a FO+) (a, 2) 
o(h +1) +i 1) RR dz 9m dx 
Ei: (4,2), Ei \*; 4); dz dt’ dz dt 
M, R WM, R 


zu erforsclien trachten. Von vornherein sind folgende 4 Arten méglich: 


. dl 

L. E— rr 
iT. B.-E 
dk dF 

Li. i a 
i ; dF 
IV. I dz ’ 


Dazu kiimen noch die Relationen zwischen den komplementiren GréBen 
1, 11 = Il, M1 — Il, IV, die aber formal nichts Neues liefern. Auch IV 
kénnen wir weglassen, da es durch Verbindung von | mit III oder von 
II mit | entsteht, so daB wir im wesentlichen folgende drei Typen tibrig 
behalten: 
den Zusammenhang zwischen 

I. den Funktionen von (K) und Differentialen von (K), 

IL. den Funktionen von (XK) und Funktionen von (K), 

Ill. den Differentialen von (K) und Differentialen von (K). 


Es ist nun sehr bemerkenswert, da II und III ihren Ausdruck finden 
in Gleichungen, welche bei gleichzeitiger Vertauschung von Argument und 
Parameter, i und k, sowie aller GréBen mit ihren komplementiren unge- 
indert bleiben und daher den Namen Vertauschungstheorem verdienen. 
Bezeichnen wir der Gleichférmigkeit halber die Beziehungen | auch als 
solche, so erhalten wir, den verschiedenen Ordnungen der Elementar- 
Funktionen und -Differentiale entsprechend, die unendlichen Serien von 
Vertauschungssitzen. Der gemeinsame Quell, aus dem sie alle entspringen, 
ist der Gedanke: Man betrachte die in J—III links stehenden GréBen in 
Abhingigkeit von dem Parameter und mache als solche eine Partialbruch- 
darstellung von ihnen. 
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$13. Das Vertauschungstheorem 1. Stufe zwischen Funktionen 
und Differentialen. 
(1) dz, 

Fu (41, Xe) a 
von z eine Funktion von (XK). In ersterer Higenschaft besitzt es, wie ein 
Blick auf die Gleichungen 1.—5. des Entw.-S. I, (§ 7) lehrt, genau die 

dF) (x, 2) 


in der Definition von nm § 9 geforderten Eigenschaften, bis auf 


ist in Abhiingigkeit von x ein Differential von (XK), 


die Stelle « = z, wo es sich nach (30) verhilt wie 


P(0,t)= B(x) ki 
biti dl + P(0, rt) = ad + B(r) k= 
{ t i t , 

da fir ein von N, Mt, {AW}, {B.} bzw. deren Spurpunkten verschiedenes z 


die Reihen P(t,r) in (30) keine negativen Potenzen von rt enthalten 
kénnen. Mithin folgt: 

d Fi) (x,52 
, »(1) ex, R, M 
Vert. LS: Ba Zs 2) <== = 7 
Diese Gleichung gilt zunichst unter der Voraussetzung, die ihrer Ablei- 
tung zugrunde lag, d. h. fiir jedes beliebige ¢ und jede beliebige, von den 
Spurpunkten von MN, Mt, {WM}, {B.} verschiedene Stelle z von E’ (s. § 9). 
Da sie aber eine Identitit in z (und z) darstellt, gilt sie, so lange beide 
Seiten einen Sinn behalten, d.h. auch noch fiir die ausgeschlossenen 
Stellen.*) Dabei tritt tibrigens, wenn Ly ein Funktionselement mit dem 
Mittelpunkt a vorstellt und h =) ist, die Gleichung 


a= 


oo a 
1 4 « de 1 d Ef oe (27> 4) 
E (2, £2) —_— - - 
gti *% dt ct dt 
an Stelle der obigen usw. fiw z,— 2, oder beides zusammen. 
Tes . d FY (z,, a : ; 
Wiren wir davon ausgegangen, de in Abhingigkeit von ¢ 


za betrachten, so wiiren wir auf Grund von Entw.-5S. Il, und der Defini- 
" (i) « - . 
tion von E‘) in §6 zu derselben Gleichung gelangt. 


Aus Vert. I, bzw. der damit aiquivalenten Gleichung 
dF) (2, z) 
dz 


(50) E\}(2, 2) =— 


*) Das letztere gilt auch fiir alle andern Vertauschungstheoreme, wo ich es je- 
doch der Kiirze halber eigens zu erwihnen unterlasse. 
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kénnen nun durch Differentiation nach ¢ oder x beliebig viele neue Iden- 
tititen gewonnen werden. Besonders wichtig sind die folgenden 


: bh (AF (a, 2)) 
Wh+1) 7. © (1) LB [OREM 
(51) Ej," (%, x) = lag i Y ERs, 2 4, r “a aw ( dx 


Damit beherrscht man auf Grund von Entw.-S. II, die Entwicklung von 

E%,*” (z,,2) — h=0,1,2,--- — nach dem Argument t vollstiindig und 
die oben § 8 fiir die Bisnatterfaniilenen offen gelassene Frage C) ist da- 
mit erledigt. 


(52) aF + (a,, 2) a 1 a’ (oF aslo 9 "s a a (x xr Fae) 
=e dt Oh! ag’ dr . aa in (as 5 dt 





Damit beherrscht man auf Grund von Entw-S. I, die Entwicklung von 


aFo* (a, 2 , 
= a “— — h = 0,1,2--- — nach dem Argument + vollstiindig wnd 
t 


die oben $11 fiir die Elemeftardifferentiale offen gelassene Frage C) 
damit beantwortet. 


Bedeuten r, s zwei beliebige Zahlen der Reihe 0,1, 2,---, so ist all- 
gemein: 
r [ €FG*% (a, 2)~ 
= - a’ Ar +1) 7. oh a, , a" OF hi ’ I. 
(53) or [Hi *” (z, x)| = — sl da’ | dx | 


§ 14. Das Vertauschungstheorem (hk + 1)** Stufe zwischen 
Funktionen und Differentialen. 


Wir studieren jetzt E{,*” (¢, x)° = in Abhiingigkeit von z. Als sol- 
mM, R . dt 


cher ist der Ausdruck ein Differential der Klasse (K). sei zuniichst 
wieder eine gewéhnliche, von den Boge von Mi, RM, (W}, (P.} 


verschiedene Stelle. Pole von Ea chee 4, 2) kénnen, wie ein Blick auf 
die Gleichungen lehrt, liegen 1. bei 2 = z und k = é, 2. bei N, 3. bei {MW}. 
1. Bei 2 = ¢ und k =i ist nach (31) fir t= 0: 
E¥;*” (2, 2) = aa = + R(r) 
also bleibt daselbst die Differenz 
i(h+ 1) , ax h+1 aFi - 
eee (2, #) 3— — (—1) a” = A 


2 


regulir. 2. Bei einer Stelle n, von ® ist nach Entw. I,,,, 3. 
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(4 +1) — 1)" 
Bis" (4, te) = ar gt @) ++ + BO), 
also hat die Differenz 
dBP*%@,, 0) 
_ sia 4’ (a); ) RM < 
A IY 2% (z) de B 


eae 


(®) 


i ® oes nur mehr Pole 1. Ordnung. 3. Bei a, ist schlieBlich 
mr Entw. | 


A419 
1 th +1 dx tl 1 a 1 j 
4 E j (4, Lz) de hi : e" | { 2 
. [—e +1 . 
wobei | , | s| GY ig a.) s=Q9.1.2.---h 
{ In hos | aus ee ee 
’ 15 n,m 


ist (33, 35); mithin bleibt die Differenz 


d o, (x, a;) 


1 Pile Ci"(e RN, M sgl 
A! it h, ol, dt . - 
( j=1 =, 
a§} (@,, a) 


a th RN, M ’ 
a P 5 ]P ’ an 
r ln — 1) \4, a,) d 


t 


bei allen Stellen von {&)} regulir. C ist also ein Differential von (K), 
welches héchstens bei % Pole 1. Ordnung hat, d.h. es ist 


(m) 
f™( = de k (x,) 
, . wt de 
(m®) 


Nun geht die Gleichung fiir eine Stelle m,, von Mt tiber in (17) 


C= EP*”(s, m,) = f"(2)-1 


M, RN 


Mithin besteht die Identifit: 
Vertauschungstheorem I,,, 


path r 
OP (S_12 


’ LE , w.% 
E%*(z pee id Ly 22 
MR dt ; dt 
at” (x, n,) ay (2) 
, (n)p_\ R,M 7 h+1) M 
— (- 1Y >'9 (z)- dt > & €! (4, M,,) > “ge 
ome 4) M, R 
(R) (any 
ia a $}(a,a)) 
> 2 oe 
=>, S|) no’ |G, a) ! 
. a —|- | | Jap, dt 
(a) j= 


; a) BE ee] 
’ () / hk J ile 
FReAaG dt 8 
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Die Beschrankung, daB z eine gewéhnliche Stelle ist, kénnen wir jetzt 
fallen lassen. Die Identitit in 2 und x besteht, solange die vorkommenden 
Ausdriicke ihren Sinn behalten; wir bezeichnen sie als Vertauschungs- 
theorem (h + 1)" Stufe (i = 1, 2,---) zwischen den Funktionen von 
(K) und den Differentialen von (K). 

Aus dieser Gleichung kénnen durch Differentiation nach z oder x 
ebenfalls unbegrenzt viele neue hergeleitet werden. Analog wire Vert. 1, ., 
aufzustellen. 


$15. Die Vertauschungstheoreme 2. Art fiir die Funktionen 
von (K) und (K). 
Betrachten wir wieder E}?(z, x) als Funktion von «, als welche es 
M,N 
der Klasse (K) angehért und sei ¢ zuniichst von den Spurpunkten von 
M, N, M, N, (MW), {B.} verschieden. Dann ist zuniichst fiir 2 — 42 und 
k=i ia 
EN? (2, 2) + Ey} (a, 2) = A 
M, 2 MR, R 
regulir. Bei M ist HE und £ regular; bei Mt ist E regular, wihrend L 
dort héchstens Pole 1. Ordnung hat; bei M ist KH regular, wihrend sich 
dort F verhialt wie (Entw.-8. I, . 3) 


E®) (z, 2.) = g!(2) =f 
RM, RN N 
Also ist A > 92) : EM (a, n,) = B 
®) R WM, w 


. = . . 7 i = -*% ™ - , 
bei N regular. Bei a, ist HE, dh. — E,,(z,, 2) regulir, wahrend EF, d. h. 


4 1 1 

E, (2, x.) = — { €)"(z,a,) - 
“i e°s [ar R ° 

dort einen Pol 1. Ordnung hat, wenn ¢, + 0 ist (Entw.-S. 1,, 4.). Daher ist 


% \ (1); ’ 
B-— S > Ei (z, a;) EY” (2, a,) = ¢ 
—_  — M,N nH * 
(Wt) j=l; «;+0 4 


daselbst -regulir und hat alles in allem sonst héchstens bei M Pole 
1. Ordnung; mithin folgt 
C— > i: (2) 
(3) M 
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und da fir iy C = €;"(z, iy) = f\"(2)-1 wird (§ 9), gilt sehlieBlich die 
M, R 

Identitat: 

Vertauschungstheorem IT, : 


’ /f fe 5 ~Y —(a ~ 
Et (2, 2) + Ef}(a, 2) — S'gi(2)- EP (a, n,) — > P(e) - GP, it; 


MR RR (R) —" Hi, K @ M, R 
(1) 70) a 
- A (z, a;) €x’(x, a,) = 0. 
} jel; "Ts, R 
= 


Wir kénnen diese Gleichung mit Hilfe der in (37), (38) eingefiihrten 
Funktionen kurz so schreiben: 


Y (1); \ Fell) 
EN} (s, 2) + Ef(2,2)—- > S €!” (z, a,) EP (a, a,) = 0. 
ae 
- 


M,N; M, R M, R; M, R ma iq M,R Mm, R 


7 
Diese Gleichung bleibt ungeiindert, wenn man darin 2 mit x, i mit k, se 
wie alle anderen darin vorkommenden Ausdriicke mit ihren komplementéren 
vertauscht*) Wir bezeichnen sie daher als Vertauschungstheorsm 
1. Stufe fiir die Funktionen von (K) und (K). (Vert. II,.) 
Wenn alle «,— 0 sind, erhilt man als wichtiges Korollar: 
Vertauschungstheorem II,*: 


EN) (2, z) + EP (a, z) = 0. 


NNR; TR RM, KR; mw 
Ganz analog erhilt man das Vertauschungstheorem 2. Stufe fiir die 
Funktionen von (K) und (K), welches so lautet: 


Vertauschungstheorem IL: 


=) 7(2) \ 9 aa 
Et (2, x) — B2)(2, 8) + >’ GP (a, n,)- gp; (2) ->'¢ £, te) - Pe’ (x) 
= RM, K mw, 4 — x : 
’ 
OS (i 
-> . E” (Z, a,) &, y a,) 
(Ht) | = &;=0 * HR M, R 


<(1) , r ( 1) 
+ D)(— @; + 1) EP, a,) Ee, a,) — a, EP (a, a,) G2 “0)| = 


1, &;+0 M, R M, R i, K M, N | 
ij (2) / 7 
oder kiirzer EM? (2, 2) — EP(a, z)-—-» f =" 
MR; MR M,N; M,N 7%} 


*) Diese kurze Ausdrucksweise ist cum grano salis zu verstehen; sie soll nichts 


anderes besagen als eben der Inhalt der Gleichung Vert. II,. Dieselbe Bemerkung 
gilt tiberall im folgenden auch. 









Ze 
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die Diese Gleichung, bzw. die. linke Seite derselben bleibt bis auf das Vor- 
geichen ungeiindert, wenn man darin obige Vertauschung vornimmt; denn 


i 


es ist fiir ¢,-—0:—a,=—+ a, und fiir 


j 


é,=1:(—a,+ 1) =a, a, = — (— a, + 1). 


Das allgemeine Vertauschungstheorem (h + 1)" Stufe h=1,2,--- — 
lautet schlieBlich: 


0 Vertauschungstheorem II, , |: 
(h ) . =(h + 
EY. (2, x) +(—1) E, D(z, 2) 
M, R; M, R Di, R; M, N 
en | 0" 
1 7 f—« « K(h 
ee > >. [ ‘| G (2, a.) EP (a, a.) + -- 
h fo a h, 0 7”... J 
7 |, 1 j=0 M, R R, V 
y 7 (h) (1 
| ; me) 7, { 
Lhh— 1| Gi '(z, a,) Ee (x, a,) 
M, N M, N 
S0- 7 ff—e 1 h +1) 
+> 1} 9 |G; (ze, a,) Ee * (a, aj) +-- 
ren —— } _h, 0 > J 
=1,e;=1" M, R M, R 
1m “er ; - 
-+(5 53] GP, a) GPa, a,) || = 0. 
LAR J - J 
; M, N TR, ve | 
Man erkennt: die linke Seite vorstehender Gleichung bleibt bis auf den 
Faktor (— 1)’ ungedindert, wenn man darin z mit z, i mit k und alle 
sonstigen Gréfen mit ihren komplementiren vertauscht. Denn die Sym- 
8 : ys 7 . 3 
bole LY oh wo £# eine beliebige reelle oder komplexe Zahl, r eine natiir- 
lie ie 
liche Zahl 1, 2,--- ist, haben die EKigenschaft, dab 
) g 
many [0 1o¢_1y[—!—17. 7 by fF 11... 
(54a) 0|™ | 1) ee ileal 1) Pe sy) , 
P rf—-#@-1 7 6 ce ,{—@—! / 
re~al (—1 _ 7,2 lead 1) ri J? 
re) ¢_syf[—-@—"1. 
Lr, r] —! Lae | 
(5 Cae) ee eS ee le ee 
4b) p 0] (—1)"| r,r—1i1)’ Lr,1 | (—1) L. r— 2 | 4 ? 
0 fr P is Py p ~~ (1/7? 
lr,r—2 \ i 44a ee (-1 r, 0 
i. rp r+ p+1 B -[ —-6 
54e = ( = (- 
(54¢) Lr.0 | (—1F| , ae CPE ed 
rf. e@ -7 r[—-b+1 
roo \ ty [ r, 0 | 
- Fir rh und 6 = —a, wird im Fall ¢, =0:—fB—a,=—<G@,, im Fall 
ng j j j 
é-=1:—6B—l=—a,—l=—a, 


Mathematische Aunalen. LX XIX. 
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$ 16. Die Vertauschungstheoreme 3. Art fir die Differentiale von 
(K) und (K). 
d Fo) z, 2) 


Wir betrachten jetzt = the Abhiangigkeit von dem Para- 


dz di de 
meter z. Als solches ist es ein Differential der Klasse (K). Es besitzt — wenn 


wir z zunachst wieder auf gewdhnliche, von den Spurpunkten von N, M, 

RW, M, {AW}, (B.} verschiedene Stellen beschrimken — Pole hiéchstens 

fir ¢=—a2 und i=k, M, {A}, {B.}. Bei der ersteren Stelle verhilt es 
dF (, 2 

Le at R, M dx dz ; 

xerntecul # dz de dt’ 

wir den Pol fort. 


man unter Benutzung von Entw.-S. Il,, § 10 zu der Gleichung: 


durch Subtraktion dieses Gliedes schaffen 


Indem man weiter ganz wie in § 15 verfahrt, kommt 


Vertauschungstheorem III: 


(1 . m1) / , 
dF?’ (2, 2 d Fy; (a, 2 


R, M 
dz 


d§, (x, Hig) dy (z 


RM 
dz 


ay” Zz, m,) ay (a 





KT 2, M oi QQ RM m 
> dz dz _ ° dz dx 
(gy (m) 
. as (a, yp) @(e, v., aS, (a, ?..) ag (z, P.3) | 
R, M Hw R, M KM 
> L ’ a @ 
+ dz dz : dz dz . 
j=l L ~ 
ee © le — . dz dz x 
Hierin ist der Kiirze halber der Faktor qi a unterdriickt und daher 
t 
d d dw dw ; a : 
7 statt , dz ‘att >> usw. geschrieben. Unter Kinfiihrung der Be 


zeichnung (49) lautet diese bei gleichzeitiger Vertauschung von z und 2, 
i und k, sowie aller sonstigen Gréfen mit ihren komplementiren in- 
variante Gleichung 


(1) 
dF (2, 2) 
RM; R,M 

dz 


aF{)(a, z 
M, M5; R, Me a, ts 
rE ee In% 


(Bx) 


Sie ist das Vertauschungstheorem 1. Stufe fiir die Differentiale von (K) und 
(K). Dasselbe 2. Stufe lautet: 





ode 


Ei 


Sal 


un 


ha 


gle 
ber 
da 
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Vertauschungstheorem III: 


+(2 Hi2 . 
i aF% (2, a) a FY) (a, 2) 
R, M R, M 
dz dz 
d¥? (ax, iftz) dy\™ (2) ag” z, m,) ati” (a) 
> R, M mR Y RM M 
, , dz dz a dz dz 
Mm) (M) 


&(1),. (1);. 
dG,’ (2, a,;) 4B; £, 4; 


nan 
' ; S| NBM R, M | 
; To 2%; j p (=O 
_—- — az az } 
(wt) j e154; =0 
oder bei Einfiihrung der Bezeichnung (49) kiirzer: 
> 
(2)/, = (2) ‘ 
t dF} (Z, 2) ad Fx) (x, 2) 
KR, M; RN, M __ RM; R, M 
dz dx 
*, 7 RN, M R, M | 
+ > a == (), 
hos j dz dz 
Ww) j=l;«;=0 
Ein besonders einfacher und wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn bei 
7 
simtlichen Stellen a kein rein imaginirer Exponent a, = ia,’(a,”+0), 
(j= 1, 2,---,m) vorkommt, in welchem Falle alle «,+-0 sind oder «,—0 
und «, = a,=O ist. Alsdann fallt die Summe tiber (W) fort und man 
hat das Korollar: 
Vertauschungstheorem ITI,*: 
dF) (2, x) dF i?) (a, 2) 
R, M; R.M __ RM; R,M a @ jn 
dz dz j 
, 


Die Voraussetzung dieses Falles liegt insbesondere dann vor, wenn (K) 

gleich einer Klasse algebraischer Funktionen ist und dann stellt ILI,* die 

beriihmte Gleichung von WeierstraB bzw. eine Verallgemeinerung derselben 

? dar.*) 

Das allgemeine Vertauschungstheorem (h + 1)** Stufe — h—1,2,---— 

a FA +%@, 2) 

R,M dadz 
dx dt dt 

ausgeht und es in seiner Abhingigkeit von ¢ betrachtet, woftir die Ent- 


wicklungen des § 11 gelten: 


erhiilt man schlieBlich, wenn man von dem Differential 


*) S. WeierstraB, a. a. O. S. 284; Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 6934; H. Weyl, 
Die Idee der Riemannschen Flache, Leipzig 1913, 8. 112; Brill-Noether, a, a. O. 8. 427. 
g* 
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Vertauschungstheorem III, . .: 


(A+ (h + 
dFYtY (2, 2) dF@t (x, 2) su 
tk ki j 
R, W; R, M , RM; RM 
(—] 
dz: dz 


AS) (x, a) dk, a 


1 , % fr aj TRM R, TF 
-~(-1y >} > ||," ar F + 
h! oa — Lh. 05 da dz 
(a) =j;e;=0 
(h (i 
, a ~ aR? ax,” 
“Tinh 1) da dz 
dF, (x, a) dx’ —Y(z, a, 
= aj |) RM R, M 
e " h o| da dz 
=1:e:0 - 
lh ~(1 
a ay . ds; | 
U, 


“Tinh 2 | dz dz 


Man erkennt wieder, diese Gleichung bleibt bei Vertauschung aller GréBen 
mit ihren komplementiiren sowie von z und z, i und k bis auf den Faktor 


(—1) ungeandert; man sehe (54) die Eigenschaft der Symbole 4 «| fiir 


r=h und B =a,, wobei im Fall ¢,-3 0: — 6 = — @,= @,, im Fall ¢,= 1: 
—B+1=——a,+1—<4, wird. 
sS 
V. Abschnitt. v 
Die Reduktionstheoreme. . 
u 
. $17. Die Reduktionstheoreme 1. Art. 
Die drei Arten von Vertauschungstheoremen I,,,, Il,,,, I,,, geben g 
: b+? a+ + . : 
uns sdimtliche Zusammenhinge zwischen den Elementarfunktionen und : 
-Differentialen von zwei Variabeln (s. § 12). Sie haben, wenn ¢ + 2 oder 
z=x und i+k ist, die Form identischer Gleichungen F 
P(t, rt) = 0. 
Wir wollen darin den Koeffizienten von ¢’, von r* und von /’r* aufsuchen. r 
Die beiden ersteren geben uns Gleichungen, welche wir — ihrem Charakter ’ 
gemaiB — als Reduktionstheoreme bezeichnen; je nachdem sie aus J, I, Ill 
7 


hervorgehen, unterscheiden wir sie als Reduktionstheoreme 1., 2., 3. Art. 
(Der Koeffizient von ¢’r* liefert uns die Reziprozitiitstheoreme 1., 2.3. Art, | / 
welche wir jedoch erst in einem niichsten Abschnitt behandeln.) Wir er- ( 
halten auf diese Weise systematisch alle Zusammenhiinge zwischen den Ele- 
mentarfunktionen und -Differentialen von einer Variabeln 





en 


ror 


‘tir 


Bn. 
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Aus I, folgt zunichst, wenn wir darin den Koeffizienten von r’ auf- 
suchen: 


Reduktionstheorem I, (r*): raFg, 2) 
Oi r? 
1. fiir eine gewdhnliche Stelle b,: E¢+(z2, d,) — — | ™™ 
M,N de le 
s=012.-. 


Ri 
AV N\2_, 4 
— ‘ies aia RM wi 
2. fir m,: E%+%(z,m,)=—\~ ; s=1,2,3 


i 
M,R r 


“aFOe., 2 


t 
*» oe 4 ‘ | R, M P 
3. fir nj: E+” (z, n,) a athe , s=— 1,0,1,2,--., 
M,N . “a e 
d Fi)(a,, 2) 
7 t _ | 5 yan ° 
4. fir a; €%+%(z,a,)—— s= 0, 1, 2,--- 
j i 9 "7 de ? 9 &) ’ 
M, R a a 
~ co 
d F(z, 2) 
— (e+ N, M 6 
5. fir p,,: E%t%(z, y= , s= 0, 1, 2,--- 
5 ‘ ays dt ] ? 
M,R a 


Red. I,(t*): Reduktionstheorem 1. Art 1. Stufe fiir Funktionen: 
Sédmtliche in bezug auf IM, N algebraisch charakterisierte Elementar{unktionen 
von (K) entspringen als Entwicklungskoeffizienten des mit negativem Vorzeichen 
versehenen Elementardifferentials 1. Ordnung von (K) mit-dem Argument a, 
und dem Parameter 2 nach dem Argument t. 

Dieser Satz bildet das Gegenstiick zu dem Entwicklungssatz I, von 


§ 10, wonach alle € als Entwicklungskoeffizienten von EO" 


nach dem 
Parameter entspringen. 

Analog erhalten wir, wenn wir in I, den Koeffizienten von ? auf- 
suchen: 

Red. I,(¢): Keduktionstheorem 1. Art 1. Stufe fiir die Diffe 
rentiale: Sdmtliche, in bezug auf N, M algebraisch charakterisierten Ele- 
mentardifferentiale von (K) entspringen als Entwicklungskoeffizienten der 

. , . F . - &AZx — 
mit negativem Vorzeichen versehenen und mit 7 multiplizierten Elementar 
' 


funktion 1. Ordnung von (K) mit dem Argument z, und Parameter x, nach 
dem Argument t. 
Gehen wir allgemein von Vert. 1,,, — h=—1, 2,--- — aus und be- 


denken wir, daB nach Entw.-S. I,,,, 1 fiir eine Stelle d, (f,— d+) 
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[ Bet, 2) 55 | (OF) eee, by) 


4a Fit» :, z) 
und nach Abl. I, = 3 
t rn 
gleich der h*" Ableitung einer Funktion von (K) ist, so folgt*) 

Red. I,,,(t*): Reduktionstheorem 1. Art (h+ 1)" Stufe fiir 
die Funktionen: Sédmtliche, zur Stelle 0; gehirigen Elementarfunktionen 
der Ordnungen h+-1+s — s=0,1,2,--- — lassen sich linear, homogen 
und mit konstanten Koeffizienten ausdriicken durch die t iiberall endlichen 
Funktionen, die 6 zu I gehdrigen Elementarfunktionen der Ordnung h +1 
und die ns-h zu sémtlichen Stellen a gehirigen Elementarfunktionen der 
Ordnungen 1, 2, ---, h sowie durch die h® Ableitung einer Funktion von (K).**) 

Besonders einfach und bemerkenswert wird der Satz fiir h = 1. 

Red. I,,, (#) oder das Reduktionstheorem 1. Art (h+ 1)” Stufe 
fiir die Differentiale zu formulieren, das analog lautet, iiberlassen wir 
dem Leser. Speziell fiir h = 1 lehrt uns der Satz bzw. seine Integralform: 
Stimtliche, zur beliebigen (gewdhnlichen) Stelle 0; gehérigen Elementarintegrale 


*dRCt” (a ,» Dg) 
Ma RM 9 : 
von (K) dt r= (0,1, 2,--+ — lassen sich darstellen 


dt 
. 


durch die @ iiberall endlichen Integrale, die t zu N gehirigen Elementar- 


at 


*dF, (x, n,) 
: R, M , —— ‘ 
integrale / — dt, die ns zu sdmtlichen a, gehérenden Elementar- 
+ 


CaS), a 
intgrae =e de dt und eine Funktion der Klasse. 
e 


§ 18. Die Reduktionstheoreme 2. Art. 


Suchen wir jetzt in Vert. II, den Koeffizienten von r* — s = 0,1, 2,--- 
an der gewdhnlichen Stelle d;, so kommt: 


*) Ich begniige mich hier, das Theorem fiir eine gewdhnliche, von M, N, {AW}, 
{B,, } verschiedene Stelle auszusprechen. 

**) DaB hier wie sonst r einmal als Zeichen fir die Anzahl der linear unab- 
hiingigen iiberall endlichen Funktionen steht, das andere Mal fiir eine Ortsuniformi- 
sierende; ebenso daB s, das die Anzahl der Verzweigungspunkte a bezeichnet, noch 
anders gebraucht wird, kann wohl zu keiner Verwechslung fiihren. 





on 


l- 











Riemannsche Transzendenten 


Reduktionstheorem II, (r’): 


; | 
Ei" (2, ds) = ~ |e at ey #) a BPE, ms) | g 12) 


MR les 
| = (1) 

| & a 6 re) | By. (2, ity) 
M, R 


(®) Lx’ 
; (1) 
->y >| @4.9)| Lew 
(M) j=l, 4,0) MR | a RM 


oder in Worten: Reduktionstheorem 2. Art 1. Stufe fiir die Fank- 
tionen: Séimtliche, zur beliebigen (gewidhnlichen) Stelle 0; gehirigen Ele- 
mentarfunktionen von (K) lassen sich ausdriicken durch die t iiberall end- 
lichen Funktionen, die t zu Nt gehirigen Elementarfunktionen 1. Ordnung, 
die A, zu séimtlichen a, mit &,+-0 gehirigen Elementarfunktionen 1. Ord- 
nung sowie durch die Entwicklungskoeffizienten von E(x, 2) nach dem 
Argument t. 
Hierbei ist 
ig = ns = A, +A, 


(55) ry Anzahl der Stellen a, mit e¢, = 0: a,®, 
2. . (1) 
A, = —_ ” ” ” » » é,= 1: ae”, 
Red. II,(t”) gibt dasselbe fiir die €;°*" (a, by). 
M, R 
Gehen wir jetzt zu Vert. I], und bedenken, daB Exy (« ,4)= <i Ey} (a, Zz) 


ist. Wir wollen jetzt den Koeffizienten von r’ fiir alle Stellen an Ebene 


untersuchen. 
1. Sei d, + Mt, NM, (A},°{B.}; dann folgt fiir s=— 0, 1, 2,--- 


e 2 2+) d s(1);d 
(56) (s+1)&; (2, ) =| E}i (Zz, 2) > 
~ M, R rs 
2) 
>| Be ) |e "e+ >| PE AS % (z, itz) 
ry _M, R |e (HR LR » M,R 


n a 
. Y = ma (1),a (1); 
-> > —a,| Ej (z,, a;)| - E(z, a;) 


(M) j=l, ej=0 | M, RN “ M, R 
n 
4, a , r 7 (2 (1) 
— > > (—«, + 1)| |,0° ¢;° (2, ay) — ay | LG (4, ay). 
- “FM, R FM, 


(W) j=t,ej=1 





























120 R. Kiémte 


Es kinnen also fiir beliebiges dD; alle Elementarfunktionen 
(2) ( $ 
€ (2, Ds), EM(z, d,), 
ausgedriickt werden durch die 
tr zu: M gehdrigen Funktionen €!”(z, n,) = q!"(z) 
M, R Mn 
ae 
ca . re 7" (z, ity) 
M, R 
(0) 1), 
Ay » a - P &; (4, aj 
M, R 
‘ 1 1 al 2 1 
2A,» @ - . €(z, aS”) und E(z, al? 
M, R M, N 
sowie durch die Ableitung einer Funktion der Klasse. 
2. Bei m, folgt dasselbe fir s = 0,1,2,--- oder fiir 


? as 


2); (3) 
EP (z,m,), EP(z, m,), °°: 


3. Bei n, ist die niedrigste vorkommende Potenz -y und zwar ist — 





wenn wir nur die Glieder mit negativen Potenzen hinsetzen — 


—1 (m),.) 
(z) on 
Pi 
| . 2 
| +} EP (z Nt) } -@; (2 --- = Q, 
L ew eae 


was sich gerade weghebi, Es folgt weiter fiir s = 0,1, 2,--- dasselbe fir 


Ei (z,n,), EP(e,n,), - 
4. Sei a, zuniichst eine von den Stellen a; dann folgt (s. Ent- 
S.1,, 4. und @3), (85)) 
—~% - , , } 


(2) ; + ([— =] @" Dpre Cs Pe) 
EN}(4, 2,) = zilio J& Get], eam) -r+- 4, 


T i 
die iy 1 : . 
die eine negative Potenz : hebt sich gegen’ das Folgende weg und zwar 
gegen den Term 
ee, 1 ry 
r oe &;. (xZ,, aj) & €;" (z, ay) 
L ly 
und es folgt fiir s=0,1,2--- 


Pa 2+ 8); d a ” 
(98) Peal (2, ay) =| 5 » EMG, 8) L. 


rv? 
FS RR 


ee F : Kao]. gt, x 
“Ze Go) | gO +E] BPE Pv 


@ -— ~ Mz 


+ >| |}: 


(M) 


i 
X a = 


t 





ur 


de 


eon 
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4, Sei jetzt ay eine von den Stellen a); dann ist daselbst nach 
Ent.-S. I,, 4. und (33), (35) 


1 s 1 — 7) pelt oy, « Tm 71 pea) P 
w, Be = S1[T FOG a + 1,1 | & (as) 


s" 


; ; | 1 1 : 
Die beiden negativen Potenzen =: und — heben sich gegen das Folgende 


weg und zwar gegen die Glieder 


‘ x 
» | 1 ye,” r\ | 1 
+ ay -| —<- &’(z,, ay) % E;'(z 
ty rc? 
a P - 
ae 1 1)| i iu : ‘\ |. &® , 
un i “7 = )| ay i | Ye) ay) yy . ‘ (4, Qj), 
jy - we 
r— «7 — «7 , 
P | i | = t | = Ly 
da Peg wy, | vj=Cet+) 
ist und es folgt fiir s = 0, 1, 2,--- 
= — a, (348) d = (1) 
(69) Tre =|-2 2 EPG.) | 
,s+2 M, R | -%, es i, R 
b rm \ 4 > ee! 
a I I | | 
N) (M) &) 


. Betrachten wir schlieBlich eine Stelle p.,, so folgt aus Ent.-S. I,, 5 
fir s = 0, 1,2,-- 


d 


> i: ~(1 +s) j 
(60) (2 + s) GT" (z, Poy) =| a> EY: (zx, , 2) | 
M, R Hheoae: ir, R 4 | pts 
_ TI 92) _62"(s, y) 
, 10° s a 3+s \ Ny) + j 
—_ t RN Tt M, 
(RM) 1 &) (a) 


Zusammenfassend kénnen wir Red. IT, (t’), d.h. das Reduktionstheorem 
-Art 2. Stufe fiir die Funktionen von(K) so aussprechen: Abgesehen von 
O%, Ds), Eve ,n,) — dy + Mt, N, {UW}, {B.} — lassen sich alle Ele- 


ns 

I sl von (K) durch die t + 7 +A, + 2A, im (57) beszeichneten 

Funktionen sowie durch die Ableitung einer Funkiion der Klasse darstellen. 
Speziell fiir eine algebraische Klasse, woselbst t= t= 1 und mit «¢, 

auch a, gleich Null ist, gilt das Korollar: 
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Reduktionstheorem II,* (r*): Abgesehen von 


(1 (i (1 (0 
&; (z, Ds), &; (a, n,), &; (az, aj ) 
M, RN M, R M, R 


lassen sich alle Elementarfunktionen mittels einer Konstanten, der Funktion 





2)y ~ ( 2 (1) . * * . wal 
€(z, ty), den (2, aS”), E(z, a}”) sowie der Ableitung einer Funktion 
M, R M, R M, R 
darstellen.*) 

Red. II, (¢”) gibt das Analoge fiir die Funktionen von (XK). 

Die Aufstellung und Formulierung von II, ,, (r*) und Il, ,, (¢’) tiber- 
lassen wir der Kiirze halber dem Leser. Hierin tritt die h* Ableitung | 
einer Funktion ein. 

| 
$19. Die Reduktionstheoreme 3. Art. | 

Suchen wir in Vert. III, den Koeffizienten von # — r = 0, 1, 2,---— 
an der gewdhnlichen Stelle d,, so kommt: 

Reduktionstheorem III, (¢"): 

; Es 
as, +1) Bes Dy) [ d Fy, @,.2) 
®, M ‘ %K, i 
dz ae: dt # 
ayy $,, mM, de™ (x dy," @) ay (a, it) as 
| R, R m r | (mm) RM 
+>\ dt Y dx +>? at Je dx 
(M) (RR) 
(2) 4 = qd >(2 
_ SY) | BR RM 1 | RM | 8, (¢ 
es | dt vr dz ot 8 dt i dz 
j=1 


| 
oder in Worten Reduktionstheorem 3. Art 1.Stufe fiir die Diffe- | 
rentiale: Sémtliche zur beliebigen (gewihnlichen) Stelle d; gehdrigen Ele- 
mentardifferentiale von (K ) lassen sich ausdriicken durch die 6 iiberall end- | g 
lichen Differentiale, die 6 zu IR gehirigen Elementardifferentiale 1. Ordnung, 
die 2n su Yu; (j=1,2,---, m) gehirigen Bementertifrmntiats 1. und 
dF (z,, 2) 


dt nach 


2. Ordnung, sowie durch die Entwicklungskoeffizienten von 
dem Argument t. 


Analog ist Red. III, (r’). 





*) N besteht hierbei aus einer einzigen, beliebig zu wihlenden Stelle; M aus | 
é = p Stellen, fiir welche kein tiberall endliches Differential verschwindet und welche | 
von {&%} und {$, } verschieden sind. 


lon 


lon 


er- 
bg 


> 


us 
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Wir schreiten jetzt zu Vert. I[I,, erinnern uns, dab 
ad F(z, x) ee (Sine x)’ 
dz — az \ dz 


war und untersuchen den Koeffizienten von ¢ fiir alle Stellen der Ebene. 
1. Sei wieder b, += Mt, M, (W}, |B}; dann folgt fir s— 0, 1, 2,--- 


nies Hd 
ag? *” (z,, D5) dF’ kV | 
(r+ 1) ih. —| 4\%R is dz 
ae dt 7 _dz dt dt 
2 4 ) P d ( - 
aS) » é,, i. dH, (a) dy ™ (,) as! (a, iit) 
R, R M | R, M 
->| dt Se dt +> * a dt 
(M) (MR) 
~(1) -d 
a5) Bry a) | ax 2, a,) 
| R, M RN, M 
+> >« dt Ie dt 
(&) j=l; &5= 0 


Es kénnen also fiir beliebiges 0; alle Elementardifferentiale 


AF? (x,, dy) 


0 


d By (a, Dy 
dt , dt , 
ausgedriickt werden durch die 
He, m,) dv, 


R, M M 
dt dt 


6 zu M gehérigen Differentiale 


ayy” ( Lay m- 





(6 : R, M 
61 6 ,, M “ i 
dt 
dg (@,, a\) 
(0 R, M 
Ay» ; ” - 
. . o, @2 a 
sowie durch die mit ; multiplizierte 


Ableitung einer Funktion der Klasse. 


Bei n, folgt dasselbe fiir r = 0, 1 - oder fiir die Differentiale 


» 2° 


ee(2) (3) 
ag, (w,, 0, dS,’ (w,, n,) 


dt ? dt ? > 


3. Bei m, hebt sich wieder die eine vorkommende negative Potenz 


»: (analog wie bei Funktionen unter 3.) weg und es folgt fir r= 0, 1,2,--- 


dasselbe -fiir die Differentiale 
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~ (2 
ay,” (z,, m,,) 


dt ? dt . 


as” (a, m,,) 


- ’ es . . . (0) 
4, Sei ay zunichst ebenfalls wieder eine von den Stellen a;’; dann 


folgt (46) 


, 


Die eine hier vorkommende negative Potenz ; hebt sich in Vert. Ill, 


(62) * - 


(“5 dt 


in e* . (1 , . &(r+1),,. ry 
dF, (2, z,) 1 {re dy,’ (x, ay) [ wy 148; (x, ay) ra 
: +:- 


Ayr] dt 


gegen das Folgende weg und zwar gegen den Term 


(1) 2’ .\° =(1), , 
1 dy (z,, a +) d¥, (Ly Ay) 


;’ 


t* 7 dt a dt 


und es folgt fiir r = 0, 1,2 


9 =) ° 





(24 (1 <4 ‘ 
a3,’ (@,, ay) dP yr, Zey Le) 
f +» R, M 1 d\ R&R dz 
i1wr+1 dt _t%, dx dt dt \¢ 
wg) a" dy™ (a anya. | Se? (a, it 
+ 1 439 @,, m,) itn —y) 1 Swy’ (2) “aati. 
-2 ¢ 4 dt vt i dt r ty dt c dt 


(mM) (mR) 


a a1), 
= | 1 d Oy (Ze a; R, M 
‘= a. P : > Sail 
’ > 2 I t* dt dt 


(a) j=1; e5=0 


4, Sei jetzt ay eine von den Stellen a)’, also < — 1; dann besteht 
daselbst wieder die Gleichung (62), wihrend alle in Vert. III, auftreten 


. , , iw(z,) . , . 
den Differentiale von (K), z. B. ““*” eine Entwicklung der Form haben* 


dt 
1 av, @,) we 9 atin 
; ,~ (6) = (t). 
t dt ty f ( ) t $ 
Setzen wir also nay 
P 1 a vy :,) 7] 
‘ — =a [BE Je 


und analog fiir die anderen, so folgt also fiir r = 0, 1, 2,--- 


*) Man erinnere sich der Definition des Multiplums (5). 









als 
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= d,- — 
(1 , r(1) rt 
a; *@,, ay) dF’ Zp X,) 
Fe) RM 1 d\ R&R dx 
‘| dt ; | ge ada dt dt \ir 
(ni (2 - 
do} (a, dG,’ (w,, it~) 
~ , M Nv : » iy RN, M 
iis . i | F = 
P / dt ° da L Jer dt 
(M) (me 


5. Fiir p,, ist schlieBlich (48) (2 = —) 


(2), ° x sd +1) 7 

aFy, He, =) dz by ads, (fe, Poo) port 
~ . 

dt dt é<a' dt ? 


also folgt fiir r = 0, 1, 2,--- 


=(2 (1) /2 
AS, (® ys Dx { éF k Fer Ue \ 
R, M d | RT dz | 


ir + 1) dt Lda ‘ dt dtr 


de ™ (a, . 
>| IM ‘%, , | >| 
me, eS & ™ > oh ee 
— ad dt >a 


M (R) (@) j=l; es=0 


Zusammenfassend kinnen wir also Red. Ill, (¢’), d. h. das Reduktions- 
theorem 3. Art 2. Stufe fiir die Differentiale von (K) so aussprechen: 


Abgesehen von 


e(1 ~(1 . (1) 7. 
dS,’ (x, dy ad,’ (x,, m,) dS, (Les Px E 
RN, M MN, MW RN, M J Dd a M N f a ) ri " 
. , ; 5 ~*s > , 
dt dt dt é i“Af> | Poff 


, 


lassen sich alle Elementardifferentiale von (K) durch die 6+6+ A, in 
= ia , , . _ i re 
(61) bezeichneten Differentiale sowie durch die (mit ic multiplizierte) Ab- 
> ‘ ¢ / 
leitung einer Funktion von (K) ausdriicken. 
Speziell fiir eine algebraische Klasse*) (K)=(K), woselbst 6 =6 =p 
und mit «, auch a, gleich Null ist, gilt das Korollar: Abgesehen von 


Reduktionstheorem III,*: 
d¥» (x,, d,) ASD (a, m,) @ By (x,,a) d&l @, Po) 
dt ? dt ’ dt ’ _-. 


*) Vgl. Hensel-Landsberg, a. a, 0. 22. Vorlesung. 
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lassen sich alle Elementardifferentiale mit Hilfe der p tiberall endlichen, 
der p zu M gehdrigen Elementardifferentiale 2. Ordnung und der Ablei- 
tung einer Funktion darstellen. 

Analog lautet Red. III, (r’) fiir (X). Die Aufstellung und Formu- 
lierung von III, ,,() bzw. IIl,,,(t*) tiberlassen wir wieder der Kirze 
halber dem Leser und bemerken nur, daB hier die hk” Ableitung einer 
Funktion eintritt. 


VI. Abschnitt. 


Die Reziprozitatstheoreme. 


§ 20. Die Reziprozitiitsgesetze 1. Art. 


Wir untersuchen jetzt den Koeffizienten von ?’r’ in den Vertauschungs- 
theoremen und erhalten damit 3 Arten von Sitzen, die wir ihres eigen- 
artigen Charakters wegen als Reziprozitiatstheoreme bezeichnen. 

Vert. 1, lautete: 

dF ) (a . 


dz adi 
n<¢ ’ \ R, M 
(63) E 1b (2,5 z,) © = — - 


RR dt dt 


Sind b,, d, zuniichst zwei voneinander verschiedene, gewdhnliche Stellen, 
z, baw. z, ein Element mit dem Mittelpunkt b bzw. d, so folgt, wenn man 
die beiden Entwicklungssiitze herauzieht, unmittelbar fiir r, s = 0, 1,2,---: 


agy* 1) d, b.) 
ESt(2 0 _ __ &@R t 
M, R od dt “ 
Wir halten nun. d, fest, nehmen statt b, aber auch der Reihe nach eine 
von den Stellen von M,N, {UW}, {P. }. 


Fir m, ergibt sich fir r= — 1,0, 1, 2,---; s=0,1,2,--- 
ayy te, m,) 
e vg. b,)| _ _ &R - ; 
und speziell fir r= — 1 (21) 
dy™ &.) 
AG Zy%)| =—— m ¥ 


Fir n, und fiir r = 1, 2,---; s =0, 1, 2,--+ folgt 
d ey . &,, n,) 
(s+1)/™ { KR, M 
&, 44 Ds) rs dt ‘ 
Mm, R rv |\x* 













mn 
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Fiir a, haben wir statt von (63) auszugehen von der Gleichung 


—,a@ 
Ke) a 
a, j dF); (2, 22) 
1 EM (2 adn 1 Rm 
a, jr a me ae 
ty mR sae’ de t"; dt 


und erhalten aus dem Entwicklungssatz I, 4. fiir r, s = 0, 1, 2,--- 


&(r+1) 4 
d¥; (Z,, a5) 


‘ 
1 fe(s+1)/4 . RN, M 
a 8H (4, Bg)| = — 
5 M,N ie dt r 


fiir p,, und r,s = 0,1, 2,--- schlieBlich 
d5S*” © Pe) 
s+1)/2 RN, M 
ah (21, Ds) r dt rs 
Nun kénnen wir auch fir },; der Reihe eine von den Stellen Mt, N, {W}, {P.. } 
nehmen und erhalten damit das Reziprozitiitstheorem 1. Art 1. Stufe: 

Reziprozititstheorem I,: 

Der r* Entwicklungskoeffizient der zur Stelle 0; gehdrigen Elementar- 
funktion (s + 1)" Ordnung an der Stelle b, ist entgegengesetzt gleich dem 
s” Entwicklungskoeffizienten des au 6, gehirigen Elementardifferentials 
(r+ 1)” Ordnung an der Stelle 0;. 6, und 0; sind dabei zwei beliebige, 
voneinander verschiedene Stellen; r,s beliebige daselbst iiberhaupt miégliche 
Zahlen.*) 

Die Koeffizienten der festen Unendlichkeitsstellen I bzw. N fiir die 
Elementarfunktionen bzw. Elementardifferentiale werden insbesondere durch 
folgendes Korollar gegeben: 

Reziprozititstheorem I,*: 


d oy (f, o) 


8+1)/% M 
&; Bry D5) =—— 9 D+a0 


M, R t dt r 


(e+1) /™ 1 @ 
&; (2,5 a,) m— | th > —z j 
M, R -2 ae oF je 
axe* G@., 6.) **) 
RN, M (n)/% b4 
= J 4 ; By a 
dt a vi ( ) r 
~ 1 nn 
ayy *” (a, a, 
RN, M 1 g}” z,) 
dt —~3 | ts R "oe 


*) Fiir die Stellen a; ist das sinngemdif zu verstehen. S. I,*. 
**) Die Gleichungen gelten auch noch, wenn bd; mit m, bzw. b, mit n, zu- 
sammenfallt, wie aus dem Residuensatz (64), (68) direkt gefolgert werden kann. 
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Analog folgen aus 1,,, (h = 1, 2,---) die Reziprositétstheoreme 1. Art hi- 
herer Stufe, deren Aufstellung wir der Kiirze halber dem Leser iiberlassen, 


$21. Die Reziprozitiitsgesetze 2. und 3. Art. 

Indem man in II, ,, den Koeffizienten von /r* aufsucht, gelangt man 
zu Siitzen, welche den Zusammenhang geben zwischen den Entwicklungs- 
koeffizienten der zu 0D; gehérigen Elementarfunktionen von (K) an der 
Stelle b, und denjenigen der zu 6, gehérigen Elementarfunktionen von 
(K) an der Stelle b, 

Ich besehrinke mich darauf, Rez. 11, anzugeben unter der Voraus- 
setzung, daS b,, d, zwei voneinander und von M, M, MN, N, {A}, {B.] 
verschiedene Stellen sind. 


Reziprozitaitstheorem II, : 


o(e+1 r+1);¢ 
€ (2,, Dy) Gy *’(az,, by) 
m, R m, R ; 
7 -te <(1) -d ae / 
- >'g (Zz, - © '(27,,n,) — G5 '(2,, ty) Pe" (4, 
ry ae mm, R 7 & M,N R - 
7 7 re(1 <(1 
- > S, (z,,a,) - € (r,, 0 == (), 
a —~ mM, 9 -— = 
j=l; #0 ‘ 


Indem man schlieBlich in Ill,,, den Koeffizienten von ¢t’r’ bildet, 
gelangt man zu Siitzen, welche den Zusammenhang geben zwischen den 
Entwicklungskoeffizienten der zu b, gehérigen Elementardifferentiale von 
K) an der Stelle db, und denjenigen der zu Dd; gehérigen Elementardiffe- 
rentiale von (K) an der Stelle 6,. Ich beschriinke mich auch hier darauf, 


0 
das Reziprositiitsgesetz 3. Art 1. Stufe anzugeben, unter derselben Voraus- 
setzung tibeg 6b, und D;: 


Reziprozititsgesetz IIL, : 


er +1) a ~(# +1) 7 
ad®. : t,,b, ds z,, 05 
R, M , , RM 
dt os | dt 
y } 
(1) (¢ pm (2 m), @ ox (1) 2 
sy (x,, iz dy (2, adem (sz, ay, (é,, m, 


SR, ; R - as oe RR 7 
‘ A 1 dt 













fo 


d 
a, 







ler 
on 


od] 
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Mit Rez. 1,,,, U,,,, I0,,, simd alle Zusammenhiinge zwischen den Ent- 
wicklungskoeffizienten der Elementarfunktionen und -Differentiale von (K) 
und (K) bekannt. 
























VIL. Abschnitt. 


Die allgemeine Reduktion der Funktionen und Differentiale. 


§ 22. Die Partialbruchdarstellung eines beliebigen Differentials 
von (K ). 

Es sei — =9,(¢) 3 ein beliebiges Differential der Klasse (XK). 
Seine Unendlichkeitsstellen samt den zugehérigen Entwicklungen seien die 
folgenden: 

1. Eine gewisse Anzahl gewéhnlicher, d.h. von M,®, {HM}, {P.} 
verschiedener Stellen },: 


(49) 
ie il D d 
d G3(f las } 0 , 
tm te: Soe Wo Fh hon eee + Ph) +.. 
. dt 446 t ° 


2. Gewisse von den Stellen von WM; setze ich Mt — M'’-M”, so 
mégen bei Pt Pole gelegen sein, bei Pt” nicht: 
= m ps” 


m dG (¢ ’ An 


m, ° 
f=—m +t: a a’ vt . 
hee . 


(mn, 
; -- D; we ‘o5, 


-+ 


dt t Ay’ 


3. Gewisse von den Stellen von M; setze ich MN — N’- N”’, so mogen 
wieder bei Jt’ Pole gelegen sein, bei M” nicht: 


n’ (ny) , 
" aG,,(6) "1h, . py) fa’, 
Roe +4: —2 wt Oe + + a 


My 


4. Gewisse von den Stellen von {Y%}; und zwar, wenn die Gesamtheit 
der ns Stellen (W) = U’- A” ist, migen bei den in WM’ enthaltenen Stellen - 
ay Pole liegen, bei &” nicht: 


a «@ \4 7) , 
a : 1 GE, ‘ | oe Dy) lef.) | 
s-_ ° a. ee | j ws 7 ses 
Swe +t: 3 = la +-— +R” + 
ts tv it % 


5. Gewisse von den nm Stellen p,,, namlich p.,,,: 


(ey 
—~ @ D> q, (7) 
- 1 d Gb) 4 wy D’ (*/’) 
”“™ 13 : dt - t feos + oe t T D, + ye 





Mathematische Annalen. LXXIX. 
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Hiermit ist die denkbar allgemeinste Annahme gemacht. Nach dem ,,Resi- 
duensatz fiir die Differentiale“ geniigen die Koeffizienten D r linearen Re- 
lationen.*) Es ist namlich, wenn /,(£) eine beliebige Funktion von (K) ist 


DyACr 9,(¢) $ ‘S10. AGES 


j=1 























ein rationales Differential und daher seine Residuumsumme gleich Null. 
Wahlt man insbesondere fiir f die x tiberall endlichen Funktionen g;"(f), 
R 


so gibt das die + Relationen 


) 2 = (o’ dé, 
(64) >>| ¢ (¢ * Gj\Se) oy } =O, 
j=l [® a 
wo die erste Summe iiber alle Unendlichkeitsstellen von = zu erstrecken 
ist. Wahlt man fiir /, dagegen Eat be x), so ist aus dem gleichen Grunde 


(65) >2\2 EN (by 2) -9,() Ge | =O 


Diese Gleichung liefert in expliziter Form mit einem Schlage die Partial- 
bruchzerlegung von g,(z) und damit 9,(x) = mittels der Elementardiffe- 


rentiale von (K). 
Das soll zuniichst gezeigt werden; wir untersuchen der Reihe nach 
die Stellen, wo [ |], +0 ausfallen kann. 


a) Fir ¢—a2+¢ und j =k ist, wenn wir zunichst unter z, eine ge- 
woéhnliche, von allen t, verschiedene Stelle verstehen 


E{}(¢, 2) = + -+ Biz), 
9,(&,) 9, (2) + tn 


also [ J— =—4g,(z). 
b) fiir d, ist 


; dF zt = (a, Dy) 
ESE, 2) =— we *--¥ ty, 


also nach 1 


. 4a, hin 
[ ee po toe ds) -> peo a§(a, d,) 
L hi cin. dz ‘ a dz 


tt feny, 


t=0 


*) 3. \ TIM, § 5. 
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) fiir m, ist allgemein 


; (1) /¢ dF, f) - d we (@ @) 4 ~) a§Y + a, m,,) 
Eui (&, t)= dz =—— dz - r y de -t 
y=0 
also fir mi, wenn daselbst 
oa (m’”’ ,,) 
| Gurl) — Gert”) + SE tes — Dh +: 
, m 
P ’ (m, ») d w, % (x) Mee , 
, gesetzt wird [ | =-D": = : fiir m,’ dagegen 
" Ay’, + 
" Min pm ) dy™ (x) (mr ) ay) (a, m) — p™ aX (a, mi) 
| ° dx ~ — dx e . - ‘ dz ? 
A=? 
also fiir alle Stellen m, von Pt zusammengenommen: 
n M g 
aw™ (x : = (1 , 
dz ia” * dz 
(M) (M) (@’) 
Sp » ap (a, m,,”) 
I dz” 
|. (M’) 24=2 
| d) fir n, ist allgemein 
(5 Pl a F(a, &)) ‘ se, n,) , 
bk Sty 2) = oe ps — - 
h e y=1 
also bei ny: [ | = (), 
" t 
8- Ay’, ia n’ ) 
f » AR (a 
° , (n’ y ~~ (n’ ) OE so By 
bei ny: . L.=-- Dy? 0-> D;" = , 
A=? 
e) bei a, ist allgemein . 
<7 a Fi 
1 BRE tte 1 d Fi} (2, £,) ae aad = ds +g, a,) ty 
rr 4jk \Sty « ) ti dz — dz ? 
y=0 . 
wad , . ES ta, 
also fiir ay: ER(,2)--t7 >, 
y=0 
aG,,(f,) e, | de s 
a, et A > da a=—a-+eé ist; 
. la apy” (wa iy) aga ay) 
mithin asa BPS am (ay) On \*> 
hi | L, D‘ + 5 DS ic 
A=? 
9* 
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f) bei p., 
EY = a Ff} (@, ee y BH," ** (we, Poy) tv 
aC , id dx 7 >) dx ? 
y=0 
also fiir p., | 
7 (00 5) dF (a, Poo y . (2 as,” (a, Poo 5) 
[ | "et D; dz —)>'D: dz 
A=?2 
Wenn wir alles zusammenfassen, erhalten wir also die 
Partialbruchdarstellung: 
’ 5, &82 (a, d Yvan O80 (a, d 
(66) 9,(2)= > vi oe a >> v“ = é) 
D> (D) i=2 


ay™ =] as (x, m’, AY (x, m’,) 
(Me) oN ye u m,,) “Ok Me 
+>) Ds +5 Dy dz >) D; dz 


(M) ®) (M’) 4=2 
ty, 
’ a= a’, ay,” (a, n,) 
+ DD 
; 4 dz 
(R’) A=? 
fa’ 
>(1) , J &(A) ry 
] (ay) ag (z, ay) —~ Pd ay; (z, ay) 
+ >'D > >’ ve 
3 dz ia 2 dz 
(w’) (MW) 4=2 
” 
, 
~~ —_— asl” (x, a TRY or) FEO (a, p 
D' ” oy ) ‘) wy 
+ dz +> 2 1 A dx 
(Pooj’) (Peoj’) 4 = 2 
as.) (a v 
oder kiirzer, wenn wir = ~~ = @ eshnen: 


(m) ae | 
. dG, (2) =: (my, 1H, i Px) dB) (2, Vx 
(67) dr -2 D, + > DF de 


r,s Sor. Age (7, Px 


dt 


_ 


wo die > iiber alle Unendlichkeitsstellen p, von “* zu erstrecken ist. 


Aus der ausfiihrlichen Gestalt (66) erkennt man, daB man in der Tat die 
gesuchte Partialbruchdarstellung vor sich hat; denn die einzelnen Zeilen 
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stellen gerade die in 1. bis 5. gegebene Entwicklung dar, wenn man an 


die Normierung der = denkt ((17)—(23)). Nur daB fir die Stellen von 


® auch der richtige Koeffizient D, kommt, bleibt zu tiberlegen; das folgt 
aber aus dem Residuumsatz (64). Nimmt man hierin ein g‘"’, so folgt 
mit Hilfe von Rez. 1,* gerade, daB fiir n} in (66) [ z = (0 wird, nimmt 

man dagegen ein p'"), so folgt ebenso, daB fiir m, in (66) [ Lo ‘ 


wird, wie es sein soll. 


§ 23. Die Reduktion eines beliebigen Differentials. 


Indem man auf die in (66) auftretenden Elementardifferentiale die 
Reduktionstheoreme des V. Abschnittes in dieser oder jener Weise zur 
Anwendung bringt, kann das Differential a auf die mannigfachste 
Weise ,,reduziert* werden. Wir wollen insbesondere auf alle in (67) auf- 
tretenden Elementardifferentiale gleichzeitig Red. Ill, zur Anwendung 


Pn 
: gts se 
bringen. Dann wird aus > > ein lineares Aggregat von 


4=2 


-(m) /,. (2) ,, — 4 &(1) (0) 
(a, dB’ (@,, My) dS,’ (@,, a5’) 


dt ? dt ? dt 


ae 


und der Ableitung einer Funktion. Wir haben demnach den allgemeineu 
Reduktionssatz fiir die Differentiale: Alle Differentiale von (K) lassen 
sich reduzieren auf folgende Elementardifferentiale: 


(mt) 
dw,’ (a, 
m 


die 6 tiberall endlichen Differentiale ve 


d Oh (xe, Dd j) 


ds + DM, N, (Aj, {Po} 


die Differentiale 1. Ordnung 


drt ' 
as,” (w,, m,, 
(68) 09 
1) (0) 
aS; (x, a; g°) = 0 
dt p . 
dS," (es Duos) 
dt : 
; dS,” (@_, My) 
die o Differentiale 2. Ordnung - * Ze | 


und die mit = multiplizierte Ableitung einer Funktion der Klasse (RK). 
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Die Integralform des Satzes lehrt uns, was durch die Integrale Neues 
zu den Funktionen der Klasse hinzutritt: nimlich nur die den Differen- 
tialen (68) entsprechenden Integrale. 

Spezieller Reduktionssatz fiir die Differentiale: Alle Diffe 
rentiale von (K), fiir welche 


Fe) nt en, 
PPT a I” = Nm 0 
ist, d.h. in deren Integralen — auBer eventuell bei (YU) — keine Logarithmen 
vorkommen, lassen sich reduzieren auf die 
( 
di am) 
M 
dt ‘ 


(Z_) 
6 iiberall endlichen Differentiale 
dB,” (x, itz) 


R,M 


6 Differentiale 2. Ordnung 


dt ? 
a,’ (x, a)” 
-_ R, M 0) " 
A, Differentiale 1. Ordnung , «; =O oder =ia;. 
dt 


Zusatz 1: Ist (K) speziell eine solche Klasse, daB fiir jedes a und 
jedes j entweder a; = 0 oder a; = aj + ia; mit «+0 ist [d. h. kein rein 
imaginiires «; = ia; vorkommt], dann lassen sich alle logarithmenfreien 


dt 


“dG "aG.&) ,.) | 
Integrale (| nad dt, | ay ( dt) ausdriicken durch die 


a m) 


a p, (X-) 
ss} * . M 
6 iiberall endlichen Integrale 2 dt, 
. t 
e 
* dB (x,, itz) 
I t | R, M ] 
6 integraie dt 
& dt 
e 


und eine Funktion der Klasse. 


Zusatz 2: Ist (K) eine algebraische Klasse*), so wird 6 = 6 = p und 
es lassen sich alle logarithmenfreien Integrale ausdriicken durch die 2p 
»F undamentalintegrale“ und eine‘ algebraische Funktion. 


Zusatz 3: M — I] im, ist hierbei ein Divisor’ von der Art, dab 
1 


— auBer den eventuell vorhandenen iiberall endlichen Funktionen — keine 
Funktion von (K) existiert, welche Multiplum von Q-* ist. 


*) S. WeierstraB, a. a. O. S. 264; Hensel-Landsberg, a. a. O. 22. Vorlesung; Brill- 
Noether, a. a. O. 8. 428. 
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Riemannsche Transzendenten 


§ 24. Partialbruchdarstellung und Reduktion einer beliebigen 
Funktion von (K). 


Ist f,(E,) eine beliebige Funktion von (K) mit Polen und Entwick- 


lungen analog wie 1.,---, 5., so geniigen nach dem Residuensatz fiir die 
Funktionen*) die Koeffizienten den 6 Relationen 
Iwapeeren 
(69) Pps | rP Fi.) |, = 9, 
j=1 


wo sich die > iiber alle Pole von f, erstreckt; setzt man jetzt 


dF\") (&,, 2) 
- ~%, 7 RN, Me > ai 
({0) VS . £18) 0, 


a ce dt 
1 r-1 


so erhilt man mit einem Schlag die Partialbruchdarstellung von f,(z) 
mittels der Elementarfunktionen von (K) — analog zu (66). Wendet man 
auf diese die Reduktionstheoreme des V. Abschnittes in der einen oder 
andern Weise an, so kann man f(z) wieder auf die mannigfachste Weise 
reduzieren. Insbesondere ergibt die Anwendung von Red. II, einen dem bei 
den Differentialen analogen allgemeinen und speziellen Reduktionssatz 
fiir die Funktionen von (K). 


SchluBbemerkung. 


Obwohl das Vorstehende nur fiir Riemannsche Funktionen- und Diffe- 
rentialsysteme in der Ebene gilt, so gestatten die darin entwickelten Me- 
thoden doch die Ausdehnung auf den Fall, daB nicht die Ebene, sondern 
eine beliebige geschlossene Riemannsche Fliche vom Geschlecht p vor- 
liegt. Insbesondere ordnen sich dann fiir m= 1 auch die Resultate ein 
— soweit sie arithmetischer Natur sind (d. h. nicht Integralperioden be- 
treffen) —, welche Prym-Rost in dem Werk: ,,Die Prymschen Funktionen 
1. Ordnung“, Leipzig 1911, im 2. Teil gegeben haben. 


Berlin, 24. November 1917. 

















































Zur Theorie der allgemeinen Dirichletschen Reihen. 
Von 


Haravp Bour in Kopenhagen. 


Einleitung. 


Im folgenden werde ich zeigen, wie die arithmetisch-analytischen Me- 
thoden, welche ich in der Abhandlung: Uber die Bedeutung der Potenz- 
rethen unendlich vieler Variabeln in der Theorie der Dirichletschen Reihen 
>’ <3) auf die Dirichletschen Reihen vom speziellen Typus >a, ¢~*!** 


verwendet habe, auf die allgemeinen Dirichletschen Reihen von der Form 


>4,¢""*» tibertragen werden kénnen. In der vorliegenden Abhandlung, 
wo es mir wesentlich darauf ankommt, die hierbei zu verwendenden Prin- 
zipien darzulegen, werde ich mich dabei begniigen, einige besonders ein- 
fache und charakteristische der in der oben erwihnten Abhandlung be- 
handelten Probleme zu betrachten. 


§ 1. Basis einer abziblbaren Menge. 
Es sei 
(1) Ay, Ags Agy sy Ans 
eine abzihibare Menge reeller Zahlen, die voneinander verschieden sind. 
Unter einer Basis**) der Zahlenmenge (1) werden wir eine endliche oder ab- 
zahibare Menge reeller Zahlen 


(2) B={B,, Bs, Bs, ---} 
mit den folgenden drei Eigenschaften verstehen. 
L. Es besteht keine Relation der Form 
B+ 148" +--+ + rqB™ = 0, 
wo f’, 8’, ---, B™ endlich viele der Basiszahlen B,, B,,--- bedeuten, wihrend 
die Zahlen r,, 7,, +++, 7,, vom Null verschiedene rationale Zahlen sind. 


*) Nachr. d. K. Gesellsch. d. Wissensch. zu Géttingen. Math.-phys. Klasse 1913. 
*) Vgl. z. B. A. Schoenflies: Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwen- 
dungen. Bd. I, Leipzig 1913, 8. 180. 
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Il. Jede Zahl i1,+-0 der Menge (1) ist bei passender Wahl einer posi- 
tiven ganzen Zahl q, und dazugehiriger rationaler Zahlen r 
von welchen Pa. + 0 ist, in der Form 


(3) a A, = Tat B, + Vn? Bs vt 6? a V5 Qn B, 


darstellbar. Hierbei ist offenbar (nach I) die Darstellung jeder Zah! 2, +0 
eine endeutige. 


Ill. Jede Zahi B, der Menge (2) ist in der Form 


n,1? Tn, 7 Vinny? 


n 


B= UH 9h" + ef lm 
darstellbar, wo i’, 2”, ---, &™ endlich viele Zahlen der Menge (1) bedeuten, 
und r’, vr’, --+,™ sémtlich rational sind. 
Beispiel 1: Jede Menge (1), die aus lauter rationalen Zahlen be- 
steht, besitzt offenbar die Basis B={1)}. 
Beispiel 2: Fir die abzihlbare Menge 


4, = log 1, 4, = log 2, -- +, 4, = log n, --- 


ist B = {log 2, log 3, log 5, ---, log p,,---}, 


5 
wo p, die n” Primzahl bedeutet, eine Basis. Denn: 


1. Nach dem Satze iiber die eindeutige Zerlegbarkeit einer ganzen 
Zahl » > 2 in Primfaktoren besteht keine Relation der Form 


r; log Py + "s log Ps > tt a , Tn log Pu =U, 
d.h. der Form pp: pe--- pm =—1, 
in rationalen nicht siimtlich verschwindenden Zahlen r,, r,,---, 7 
9 as — — , r r i 9 
2. is ist fir n = pp’ --- pm (>2 
Es f a P,. 1 Ne oad \— ) 


4, = logn =r, logp, +1, log p, +---+1,, log Py, 


3. Jede Basiszahl 8, — log p, ist zugleich eine Zahl der Menge 4,, A,, ---. 

Wie unmittelbar zu zeigen ist, besitet jede Menge (1) eine Basis. In der 
Tat kénnen wir sofort durch das folgende Verfahren eine Basis erhalten. 
Als erste Basiszahl 6, nehmen wir die erste Zahl 1, der Folge 4,, 4,, 4;,---, 
welche von Null verschieden ist (also entweder 4, oder 4,) und streichen 
danach jede Zahl i, der Folge 4, ,,, 4 -+, fiir die eine Relation der 
Form r,B,+ 7.4, =0 in rationalen Zahlen r,, r, mit r, +0 besteht. 
Es sei 4, die erste Zahl der Folge 4, ,,, 4,49, -- +, die hierbei nicht 
ausgestrichen wird. Dann setzen wir 6, = 4, und streichen jede (noch 
nicht ausgestrichene) Zahl 2, der Folge 4, ,,, 4,49, ++ fiir die eine Re- 
lation der Form r,f, + 1,6. + 734, = 0 in rationalen Zahlen r,, r,, 7, mit 
rs 0 besteht. Danach setzen wir B, = 41, , wo 4,, die erste nicht aus- 
gestrichene Zah] der Folge 1, .,, 4,.,2,°°* bedeutet, usw. Bricht dies 


m +2? 7 


Re 
° 


A 
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Verfahren nach dem m" Schritte dadurch ab, daB die simtlichen Zahlen 
A d --+ gestrichen sind, so bildet die endliche Menge 


My, +1? “ny, +2? 


f . ane o | | 
(By, By, +> B., | ar 1 4n> Ange °° 9 hn 


. m 
offenbar eine Basis. Bricht dagegen das Verfahren niemals ab, so ‘wird 
offenbar eine Basis der Menge (1) durch die abziihlbare Menge 


f P . ow fF 2 | 7 ! » 
(B; Bs, ee Ba» oon) SP 14.» has 3° > San? °*h gegeben. 


Nachdem die Existenz einer Basis der Menge (1) bewiesen ist, sieht 
man sofort, daf es zu jeder Menge (1) sogar unendlich viele verschiedene 
Basen gibi. Denn ist (2) eine Basis der Menge (1), wird ja z. B. die Menge 


(7, B;, T2Bs, T3Bs, °° ° 


WO 1,, %, 7%, °*°- beliebige von Null verschiedene rationale Zahlen sind, 
ebenfalls eine Basis dieser Menge (1) sein. 
Aus der Definition einer Basis folgt sofort der folgende Satz. 


Es seien B={B,, By, ---} und C={y,, y2,---} zwei beliebige Basen 
derselben Menge (1). Dann ist jede Zahl 8, der einen Basis B mittels 
Zahlen y der anderen Basis C in der Form 
(4) B, a r Yn, v V3) a, Pe ey Vin V am 

i 
darstellbar, wo 1,, %;,°°-, 7, rationale Zahlen sind. 


Denn es ist ja einerseits 6, durch Zahlen 2 der gegebenen Menge (1 
und andererseits jede Zahl 4 durch Zahlen y der Basis C linear (mit ratio- 
nalen Koeffizienten) darstellbar. 

Wir erwihnen noch zur Orientierung den folgenden Satz, welcher 
durch eine tibliche SchluBweise unmittelbar aus dem vorangehenden Satze 
abzuleiten ist. 

Es besitze die Menge (1) ee Basis B, welche nur endlich viele, etwa 
N Zahlen enthdalt, dann enthilt jede andere Basis dieser Menge (1) ebenfalls 
nur endlich viele und zwar genau N Zalilen. 

Bei der Untersuchung in § 5 wird der Begriff einer ganzzahligen 
Basis der abzihlbaren Menge (1) eine wesentliche Rolle spielen. Hierbei 
verstehen wir eine Basis B={£,, B,,---} mit der Eigenschaft, dap in 
der Darstellung jeder Zahl 1,+-0 durch Zahlen der Basis B, 

(3) A, = 7.1 Py + 1n28e tt + "a9, ’ 


4 
die Koeffizienten r, ., 
Zahlen sind. 

Beispiel 1. Jede Menge (1), die aus lauter ganzen Zahlen besteht, 
besitzt offenbar die ganzzahlige Basis B = 


a TS Ve 
n,2 59 


r,, nicht nur rationale, sondern sogar ganze 
’ ; ‘ 


iy} 
1* s- 








a0 


g' 
sc 


~~. @® Gy 


en 
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Beispiel 2. Fir die Menge 
A, = log 1, 4, = log 2, ---, 4, —logn,--- 
ist B = {log 2, log 3, -- -, log p,, - + -} 


eine ganzzahlige Basis. 
Wir bemerken sofort, daB es Zahlenmengen (1) gibt, die keine ganz- 
sahlige Basis besitzen. Dies ist z. B. fir die Zahlenmenge 


‘ 1 - 1 
ie Oe A 


der Fall. Denn weil diese Menge die Basis {1} hat, ist offenbar ihre all- 
gemeinste Basis durch {r} gegeben, wo r eine beliebige von Null ver- 
schiedene rationale Zahl bedeutet, und es existiert keine rationale Zahl 
r+, fiir welche die Zahlen 


ri 1 

oe (4 9 ¢ 

roar (n= 1, 2,3,---) 
simtlich ganz sind. — Allgemeiner bemerken wir, daB eine Menge (1), 


die aus lauter rationalen Zahlen 4, besteht, offenbar dann und nur dann 
eine ganzzahlige Basis besitzt, wenn bei passender Wahl eines ganzen 
N>1 die simtlichen Zahlen NA,, NA,, ---, Ni,,--+ ganze Zahlen sind. 


$ 2. Definition der Mengen V, W und U. 


Es sei 
~ 
- . . . .’ 
(D) f(s) = f(¢ + wt) = > ae *n* 
n=1 
eine beliebige zur Exponentenfolge 
A, <d4g<d4g<-s + <A,>:: (A, —> oo) 


gehérige Dirichletsche Reihe, und es sei 


B= {,, Be; Ps»°-*} 


eine (beliebig ausgewahlte) Basis der abzihlbaren Menge 4,, 4,,---. Es 
ist alsdann jeder Exponent 4,.4-0 auf eine und nur eine Weise in der 
Form 

(3) 4 = Ta 1By + n2Be + °° + Hs, a 


darstellbar, wo die Zahlen r,,, 7,9, ---, 7 simtlich rational sind, und 
”“ ‘n 


r,, +0 ist Wir schreiben die Dirichletsche Reihe (5) in der Form 


~ oo 
% » 2.24 , 4 ’ 
(6) f(s) = Sa + ae ow" “maha? * edn In” 
n 
a=l n=l 
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(wo wir im Falle eines 4, = 0 unter (%,,6,8+---) die Zahl Null ver 
stehen) und betrachten mit dieser Reihe zusammen die Funktion der end 
lich oder abziihlbar wnendlich vielen Variabelm x,, 2,, 23, --- 


oo 
= , 
: \ —(r, 42 +Fr ze+ +r rt, 
(7) F’(2,, %, %g,°--) = 7, Ge oe Sntihny elie: vat ievef 
- si 
n=1 


wo die Reihe (7) aus der Reihe (6) durch rein formale Ersetzung von 
B,,3 mit x, entstanden ist. 

Es sei nunmehr angenommen, daf die Dirichletsche Reihe (5) ein ab 
solutes Konvergenzgebiet 6 > A besitzt, und es sei 6, eine feste Zahl gripe 
als A. 

Wir betrachten die Werte, welche die Reihe (5) auf der Gerade 
6 = 6, annimmt, und bezeichnen mit V = V(o,) die Menge (Punktmenge 
in einer komplexen Ebene) dieser Werte, d. h. es sei V die Menge alle 
Werte v, welche die Funktion f(6,+ it) annimmt, wenn die reelle Variable t 
von — co bis + co liufi. 

Ferner werden wir mit W = W(o,) die Menge der Werte bezeichnen, 
welche die Reihe (5) in unendlicher Nihe der Geraden o =, annimnt, 
d. h. es sei W die Menge aller Zahlen w mit folgender Figenschaft: fiir 
jedes 5 >0O nimmi [(s) im Sireifen 6, —0<6<6,+06 den Wert w an 

Wir wenden uns nunmehr zu der obigen Funktion F(z,, z,, 2s, --+). 
Auf Grund der absoluten Konvergenz der Dirichletschen Reihe fiir 6 = 6, 
ist die Reihe (7) fiir 


Rix,) = B,6,, Rls.) = Bo, R(x) = fp, 


ie 
absolut konvergent, d. h. es ist 
~» oo 
\ “Wai Pi 9O TT 2% * % 7 
a_ieé _a => a,,\e 
omer 
n=1 azl 
konvergent. Wir fiihren eine Menge UJ = U(o,), welche beim Studium 


der zwei obigen Mengen V und W eine fundamentale Rolle spielt, durch 
die folgende Definition ein: Es sei U die Menge aller Werte u, welche die 


Funktion F(x,, %, £3,---) annimmt, wenn die Variabeln 2,, x5, 5, °°. 
(jede Variable in threr komplexen Ebene) unabhiingig voneinander die 
Geraden WR(x,) = B,6,, R(x.) = B.6), R(x) = Bye, ---  durchlaufen. 


Zu dieser Definition fiigen wir sofort die Bemerkung hinzu, daB die 
Menge U(¢,) nur von der Dirichletschen Reihe (5) und der Zahl 6, ab- 
hangt, d. h. daB U(o6,) von der speziellen Wahl der benutzten Basis 


*) Mit R(z) bezeichnen wir den reellen Teil einer komplexen Zahl :. 
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(B,, Be» *--} unabhiingig ist. In der Tat, es seien B= {f,, B,,---} und 
C ={%,, Ye) --*} zwei verschiedene Basen der Exponentenfolge (1), und 
es seien = 
y + . a yn, 171 Tn, 2727 TT non *¢n) 
F(a.) %, %3, °°) = s ae" *, In “dn 
-1 
~ 
} u . —(R vw, +R, ever +R \ 
una G(y;,, Yo, Ys °°) > a,¢ n,1¥1 a, 2¥2 ts Qn Qn 
n=l 


die im obigen Sinne zugehérigen Funktionen der unabhingigen Variabeln 
Z,, Xg,--- baw. ¥,, Y,-*°; dann haben wir zu zeigen, dab die Menge der 
Werte, welche die Funktion F'(z,, x, ---) fiir R(x,) = B, 6), R(x) = By, --- 
annimmt, mit der Menge der Werte, welche die Funktion G(y,, ys, - - -) 
fir R(y,) = 7,6, Rly.) = 72%, --- annimmt, iibereinstimmt. Hierzu ge- 
niigt es offenbar aus Symmetriegriinden nachzuweisen, daB es zu jedem 
Wertekomplex (y,', y,’, ---), fiir welchen R(y,') = 7,6, (ys) = 72%, * °° 
ist, einen entsprechenden Wertekomplex (z,’, z,’,---) mit R(«,') = 8,6, 
R(z,') = B,6,,--- derart gibt, dab 


F(2,', 23, +>) = GY Pye, °* +) 


ist. Es sei (vgl. § 1) 
(4) B,, e ry Va, t TeV n, 275 - VmVa,, 
die Darstellung von 6, durch Zahlen y der Basis C, und es sei 
’ = 2s a - yy’ 
t,, og "19, i "24 n, ‘ + mY ny 


gesetzt. Dann hat der hierdurch bestimmte Wertekomplex (7,’, x,’, - - -) 
offenbar die erwiinschte Eigenschaft; denn es ist einerseits 


R(x) = 7, RY) +--+ + 7 RGL) = 11(%n,%) + +++ + n(n, %) = Bu %: 
wihrend andererseits, wegen der Relation 
he 4 r.1 By + Tn,2 Bs - ewe + Cue Be, = Raits 44 Riss + rs = Bua, V dm 


zwischen den (linear unabhingigen) Basiszahlen £,, B,,--- und y,, 7%,--° 
die Gleichung 


1% Tasty tt at = Ryith + Rys¥e +--+ + R,.0,¥e, 


und daher auch die Gleichung 


F(a,', Xy, 3, +++) = G(%', Yes Ys °**) besteht. 
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§ 3. Beziehung der Menge U zur Menge PV. 
Es sei die Dirichletsche Reihe f(s) — Sa,e~*»* fir 6 > A absolut kon- 
vergent, und es haben (bei einem festen.o, >A) V und U die obigen Be 


deutungen. Dann werden wir in diesem Paragraphen den folgenden Satz 
beweisen. 


Satz 1: Die Menge V = V(o,) ist in der Menge U = U(6,) enthalten, 
und V liegt iiberall dicht in U, d. h. 2u jeder Zahl u in U und jedem ¢>0 
gibt es eine Zahl v in V derart, daf 


vo—ui<é 
ist, also ein reelles t, derart, dap 
lf (6, + tt) —ul<e ist. 
Beweis: DaB die Menge V der Werte von 
fo, + it) — > agen tne 
n=l 


~ 
rs > } ae (n,1?1 Gg tiht+ry gfglogtith+ +Tn, an Pon Ot *# ) 
n=1 
in der Menge U aller Werte von 
~ 


‘ } —(n,171 +7n,2 22+ +T nam %q 
F'(a,,2%3,°°:) = >'a, ¢ pines” 


n=1 


WO 2, %,--- wnabhdngig voneinander die Geraden R(z,) = p, 6 
R(z,) — B,6,,--- durchlaufen, enthalten ist, ist unmittelbar klar. 

Es sei nunmehr # eine beliebige Zahl der Menge U und «> 0 be 
liehig gegeben; dann ist die Existenz eines reellen ¢, zu beweisen, fiir 
aan |fa% + it) —u|<s 
ist. Nach Voraussetzung gibt es zu der gegebenen Zahl u eine (je nach- 


dem die Basis B endlich oder abzahlbar viele Zahlen enthalt) endliche 
oder abzihlbare Folge reeller Zahlen o,, g,,--- derart, dab 


u = F(B, 6, + ip,, yoy + igy ---) 


oo 
—~4n%Q — i (nit, 2924" * +7 non Pon) 
= ya,e e 


n=l 


ist. Ferner ist bei jedem reellen ¢, wenn u, = ¢p,, u, = (f,, --- gesetat 
wird, 
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od 

as ' ° 7 wm Ay ~ ved 

fio, + it)= S'ae “( 

/ n 
n=1 ba 
NO —i, 4% i(Tni’itrnjeeh2 °° +? ryan "an) 
= >a,e e ; 

w=1 


Zu-der gegebenen Zahl ¢ > 0 bestimmen wir eine ganze Zahl N > 1 der- 
art, dab * 


—y —An %% & 
miele ee 


— 0 
r= V+ 
i) 
. . ~S) “nO Un, 1 PI Fn, 2 92 T° Tn, gy Poy) & 
ist. Dann ist > a, € “<>. Pr ee 3? 
= N41 
sowie fiir alle reellen ¢ 
oo 
P _ © nia tng t +Taan Mon < & 
> " 3 
n=N+1 
Es ist also fiir alle reellen ¢ 
N ’ 
. a 3 4n%Q9} ~!("n,1 P14 Fl aygy Ve 
f(¢,+ t)—u < ae e ait mes 
n=1 i( nifit . +Ta,ay an) } Zé 
= @ 


aki a 
Nachdem N festgelegt ist, bezeichneni wir mit G@ den Hauptnenner der 
4, + Ue ++:+ + qy rationalen Zahlen 
r Veo °° Togs“ '2 TNA's Tay 


Myr Tij99 °°" ig "2,19 25% 


und bestimmen, was offenbar aus Stetigkeitsgriinden méglich ist, ein «, >0 
so (d. h. so klein), daB die Ungleichung 
V 


>a - ae le rai Pt F or, 2P2 * : "Rs9n Pan 


= gem iat inaeet 4 ‘mtn! an) } <! 
erfiillt ist, wenn fiir alle m= 1,2,---,_M, wo M die gréBte der Indizes- 
zahlen 4,,q.,--+, qx bedeutet, die Zahl uw,, modulo 24G von der festen 
Zahl y,, um weniger als ¢, abweicht, d.h. wenn fiir alle m = 1, 2,---, M 
eine Ungleichung der Form 
Un iad Pm aot 22 G , Im « & 
in ganzen Zahlen g,, 9,,---, 9 besteht. 
Wir wenden nun, wie in der in der Einleitung zitierten Abhandlung, 
den folgenden Kroneckerschen Satz tiber Diophantische Approximationen an. 













































144 | H. Boux 


Es seien L,, L,,---, Ly reelle Zahlen derart, daB keine Relation der 
Form rb, +7Le +--+ +ryly =0 


in rationalen nicht siimtlich verschwindenden Zahlen r,,r,,---, ry besteht; 
es seien ferner k,, ky, ---, ky beliebige reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem 
e > 0 eine reelle Zahl t, sowie M ganze Zahlen g,,9,,--+, 9 déerart, dap 
die M Ungleichungen Lote — kin — Gm KE (m = 1, 2,---, M) 
sugleich erfiillt sind. 

Wir wenden diesen Satz an auf die Zahlen 


1 


‘m = (m= 1, 2,-+., J 
L,, 2xG B., \m 1 ’ M) 
| = 1,2 V 
‘nm 328 (me = 1, , 7+ MM) 

*? o2G’ 


Die Voraussetzungen des Satzes sind offenbar erfiillt, da die Zahlen 
B,, By, ---, Bu, also auch die Zahlen L,, L,,---, Ly, im rationalen Kérper 
linear unabhiangig sind. 

Der Kroneckersche Satz ergibt alsdann die Existenz eines reellen 4, 
sowie dazu gehériger ganzer Zahlen g,,4,,--:,g derart, daB fiir alle 
m=1,2,---,M die Ungleichung 


1 3 Pu & 


t _— < 
a2 G Pm"0 ~ ang — In 2G? 


d. h. wenn wir mit 22G moultiplizieren und w= 4, (t,) statt 42, 
schreiben, die Ungleichung 


| Hn — Pm — 24G +g, |< 2, 


7m 


besteht. Fiir dieses 4, ist alsdann 


N 
Sa, é _ te “(ny PI Tn, 898 “)%n Pin 
bs (Tn thi tly. ete "nyan fan) 8 
’ ye" S "oda n 
— f } < 3" 
Hieraus ergibt sich nun weiter 
. ‘ é 2e 
[(G +th)—utr< i 3 4 


womit der Satz 1 bewiesen ist. 
Zur Beleuchtung dieses Satzes werden wir seine Anwendung auf ein 
spezielles einfaches Beispiel zeigen. ‘ 


Beispiel: Es sei > ane" eine zur Exponentenfolge 


4, = — 1— log 2, 4, = —1, 14, = — log2, 4, = — 1+ log2, 14, —0, 24, — 1 —log?, 
4, = log 2, 4,—= 1, 4, = log3, 4,, = 1+ log 2, 4,, = 2 log3, ---, 4, ,,¢ = (w +1) log, --- 
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gehérige Dirichletsche Reihe. Diese Exponentenfolge besitzt offenbar die Basis 
B= {6,, B., B,} = {1, log 2, log 3}. 


Wir betrachten die spezielle Reihe Sa,e~*’, deren Koeffizienten a, durch die 
Gleichungen 


1 1 1 1 1 1 1 
a pie ple tee ee pi ee ie ee ae 
3 1 3 
= aneea 4’ a. panos gs’ ay or » 2nt+10 ™ — gazer’' 


gegeben sind, also die Dirichletsche Reihe 


1 + log2)s 1 1 e- 2 — log? 1 = io 
f(s) = = a2 A - é de a f H,,.. a et og2)s + ot. ; @ (1—log3)s =? slog? 


4 8 y 
oo 
S ae 1 _(1+41og2)s 3 —snlog3 
+R ae w+ 2 gn)? ro 
n=1 
: log 2 ae : e ae 
die offenbar fiir ¢ > — log 8 absolut konvergiert. Wir werden die Menge V = V(0) 


der Werte v untersuchen, welche diese Reihe f(s) auf der Geraden = 0 annimmt. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir die im obigen Sinne zugehdrige Funktion der drei 
unabhiingigen Variabeln 


. 8 2 4 7 2 8 a 


oo 
4. 1 e *1 ir 1 eee ry a a e” "% 
2 . } . Q*+i 


n=l 


x 
i. ae ey oe Ss . 2 re 
= —(e7! + ¢ 1) 3 te “G4 M+ ¢ +(>- J ae “~) 
n=1 
, er ee 1 —2e"™ 
= cos (ix,) — — isin (ix) (1 + cos (éx,)) + — (R(x) > — log 2) 


2—e 


und werden zuniichst die Menge U= U (0) aller Werte uw bestimmen, welche diese 
Funktion F(2,, 2,,2,) annimmt, wenn die Variabeln z,, x,, 2, unabhiingig vonein- 


ander die Geraden R(a,) = 0, R(a,) = 0, R(a,) — 0 durchlaufen. Hierbei durchlaufen 
ia i—3¢ 
& = cos(tz,), §& =sin(tz,), § = : — 
z2—e 
unabhiingig voneinander die Intervalle —1<& <1, —1<§& <1 und den Kreis 
&,| == 1, und es ist somit die gesuchte Menge U mit der Menge aller Werte iden- 


tisch, welche die Funktion 
G(E,, bs, &s) = 6 — tbe + 6) + fs 


annimmt, wenn die Variabeln &, , &, §, unabh&ngig voneinander die obigen Intervalle 
—1<§ <1, —1<§ <1 und den Kreis’ | & —1 durchlaufen. Wir bemerken zu- 
. ‘ a: = 
niichst, daB die Menge der Werte, welche die Funktion §, — > fb (1 + 6) fiir 
Mathematische Annalen. LXXIX 10 
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—1<§ <1, —1<§ <1 annimnt, offenbar aus den simtlichen Punkten in dem ab- 
geschlossenen Dreieck mit den Eckpunkten — 1, 1+ 4 und 1—ié besteht. Hieraus 
folgt dann weiter, daB die gesuchte Menge U aller Werte, welche die Funktion 
G(é,, &, &) fir —1<&, <1, —1<§ <1, |g; 41 on 
nimmt, aus allen Punkten « mit der folgenden Eigenschaft 
besteht: es gibt mindestens einen Punkt in dem obigen ab- 
geschlossenen Dreieck, dessen Abstand von u gleich 1 ist. 




























Hieraus schlieSen wir sofort, daB die Menge U aus allen 
Punkten in dem auf Figur 1 skizzierten abgeschlossenen 
Bereiche besteht, welcher von drei geradlinigen Stiicken und 
drei Kreisbogen begrenzt ist. Nach dem Satze 1 ist also 
die gesuchte Menge V der Werte, welche die Dirichlet- 
sche Reihe auf der Achse des Imaginiren annimmt, ganz in diesem abgeschlosse- 
nen Bereiche gelegen und zwar dort iiberall dicht. 





Pig. 1. 


§4. Beziehung der Menge W zur Menge V. 


Wir bezeichnen wie immer mit V = V(6,) bzw. W= W(o,) die Menge 
aller Werte, welche die fiir « > A absolut konvergente Dirichletsche Reihe 
f(s) = Sa,e-*»* auf bzw. in unendlicher Nahe der Geraden 6 = 6,(> A) 
annimmt. Dann werden wir in diesem Paragraphen, welcher von rein 
funktionentheoretischem Inhalte ist (d.h. in welchem der Begriff einer 
Basis nicht benutzt wird) den folgenden Satz beweisen. 

Satz 2. Die Menge W ist die abgeschlossene Hiille von der Menge V.*) 

Beweis. Wir fiihren den Beweis in zwei Teilen, indem wir einerseits 
beweisen, daB jeder Punkt w der Menge W zur abgeschlossenen Hiille 
von V gehért, und andererseits, daB jeder Punkt h dieser Hiille in W ent- 
halten ist. 

1. Es sei w ein beliebiger Punkt der Menge W, also ein Wert, wel- 
cher von der Funktion f(s) in unendlicher Nihe der Geraden 6 = 6, an- 
genommen wird. Dann ‘gibt es nach der Definition von W eine Folge 
komplexer Zahlen (die nicht voneinander verschieden zu sein brauchen) 


$= 6,+ tt, 8 = 6,+ i, +--+, 8 = 6, +t, ---, 
fiir welche f(s,) = f(¢, + tt,) =w (n = 1, 2, 3, +--+) 
und lim 6, = 6, 


ist. Hierbei kénnen wir offenbar annehmen, daB simtliche Zahlen 


*) Mit ,der abgeschlossenen Hiille einer Punktmenge V bezeichnen wir nach 
Carathéodory (Vorlesungen iiber reelle Funktionen, Leipzig 1918, S. 57) diejenige ab- 
geschlossene Menge, welche aus V durch Hinzufiigung derjenigen Haufungspunkte 
von V, die nicht zu V gehdren, entsteht 








=A FP @®@ @ 
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6,(n=1, 2, 3,---) im einem festen Intervalle o << 6<o” liegen, wo o >A 
ist. Der Beweis, daB w der abgeschlossenen Hille von V angehért, ist 
offenbar gefiihrt, wenn wir zeigen, daB die Differenz 


w-— f(G, + it,) am f(6, 7 it.) ie f(6, + tt.) 


fiir n—» co gegen Null strebt. Dies folgt aber sofort daraus, daB die 
Ableitung f‘(s) fiir o <6 < o” beschrankt ist; in der Tat ist fir o <6 <0” 


cs) «x 
” > —Ays > | (gm 4_0° — iyo” 
f(s) = a,4,¢€ “- s j a,,| . A,| (é “n +e mae p= k, 
n=1 a=l. 
und somit auch 


f(6, + it,) — f(o + it,)| << k\ 6, — 4, 


2. Es sei h eine beliebige Zahl der abgeschlossenen Hille von V; 
dann gibt es eine Folge reeller Zahlen (die nicht voneinander verschieden 


zu sein brauchen) by, by, ty, sy bye’ 
derart, daB lim f(6, + ¢t,,) =h 


ist. Wir haben zu zeigen, dab i der Menge W angehért, d. h. daB bei 
jedem beliebig: kleinem 6 >0 die Gleichung /(s)=—h im _ Streifen 
6, —-d<6<6,+ 6 eine Lésung besitzt. Hierbei kénnen wir voraussetzen, 
daB 6 <6, — A ist, und daB f(s) keine Konstante ist, d. h. daB es in der 
Reihe >a, c~*s* mindestens ein Glied a,e~*" mit 24,40 gibt, dessen 
Koeffizient a, + 0. ist. 

Es bezeichne (fiir alle m = 1, 2,3,---, n= 1, 2, 3,---) 0 diejenige 
reelle Zahl im Intervalle 0< 6< 2a, die kongruent 4,¢,, (modulo 22) 
ist; dann ist bei jedem m = 1, 2, 3,--- 


«x 
6 e% ’ 
f( 6, + it,,) — S G6 40 (49 +See) = ~%, a,e7 *ni% e7 ie, , 


n=i a 


Wir betrachten die reelle Doppelfolge 


GO”), Gem), +», Om, » 

Da simtliche Elemente 6”) dieser Doppelfolge unterhalb einer festen 

Schranke, 22, liegen, gibt es nach einem bekannten Satze eine zur Doppel- 
10* 
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folge gehérige Folge positiver ganzer Zahlen m,, m,,---,m,,--- derart, 
daB bei jedem festen n = 1, 2, 3!--- die Folge 
Gm), Gm), ., Blom, 
einem Grenzwerte @, zustrebt, dh. daf 
lim 0") = 6, existiert. 


i>x2 


Wir fiihren nunmebr die Dirichletsche Reihe 


g(s) ~>i,-' -, 


u=1 
wo b, = a,e~‘ ist, in die Betrachtungen hinein. Wegen |b, =| a, | ist 
diese Reihe fiir ¢ > A absolut konvergent und stellt also fiir o > A eine 
analytische Funktion g(s) dar. Wir wollen beweisen, daB die Funktionenfolge 
f(s) —- f(s vj it.) f(s) “ f(s + it...) pre f(s) 7 f(s + it) ae 
im Kreise |s—o6, <6 gleichmiibig gegen die Funktion g(s) konvergiert. 
In der Tat, wegen der Konvergenz der Reihe mit positiven Gliedern 


oo 
Sig cue 
a=t1 


ist die unendliche Reihe 


“~y » 
H(e, VV Ve) = >"a,e- a" e- tn 
n=1 
fiir @—I<6<G+d, —wW<¥,< we (n—1,2,3,---) 


gleichmaBig konvergent, und weil ferner bei jedem festen » die Funktion 


(m) ... - = ' . . =o: 
a,e~*n* e~*®n fir 1—» oo im Kreise |s—o, <0 gleichmaBig gegen 


a,,e~ *n* e~*» konvergiert, gilt in diesem Kreise s — 6,|< 0 gleichmiBig 
der Grenziibergang 


~ oo 
. , ° . ° . 2) . . y > @(™y) 
lim f,(s) = lim f(s. + it,,) = lim > @,,e~ *a* e~ f4ntmy == lim > ae *n? e~ 40," 
i> i+>a2 , i+>x a l > ood 


a ~ 
’ . 
= S\a,e- 408 e-  — be “n* = g(s). 
< Hu nn « / 
a=1 n=1 


Hierin. ist speziell enthalten, dab 
9(G) = lim f(G) = lim f 6, + tt,,) =h ist. 
Da es nach Voraussetzung mindestens ein » gibt, fiir welches 2, + 0 
und b, = a,e~'®» + 0 sind, und die analytische Funktion g(s) daher keine 
Konstante ist, laBt sich eine positive Zahl d<d derart wahlen, da8 auf 
der ganzen Kreisperipherie | s — 6,| = d die Ungleichung g(s) + g(o,)=h 








rh w 


—_— sp ss & we 
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besteht, d.h. daB das Minimum M/ von g(s) —h| fiir |s— o,|=—d po- 
sitiv ist. Wegen der fiir s —o6,|< 06 gleichmaBigen Konvergenz von. /,(s) 
gegen die Grenzfunktion g(s) laBt sich ein so groBes L wiihlen, daB fiir 
ls—o, =—d | fu(s) — g(s) |< M 
ist. Aus den beiden Ungleichungen 

g(s) —hi > mM (fir s—o, =—d) 
und (fx(s) — h) — (gis) —h) <M (fir |s —o,| = d) 


folgt aber nach einem bekannten funktionentheoretisehen Satze, daB die 
zwei analytischen Funktionen g(s) — h und f;(s)—h im Kreise | s—6,|<d 
dieselbe Anzahl von Nullstellen besitzen. Die Funktion f,(s) — A hat also 
in diesem Kreise mindestens eine Nullstelle, weil ja die Funktion g(s)—h 
im Pankte s = 6, Null wird. Hiermit ist der Beweis vollendet; denn einer 
Nallstelle s’ der Funktion f,(s) — h = f(s + it,,,) — h im Kreise 's—o,|<d 
entspricht ja eime im Streifen 6,—0<6<6,+ 0 gelegene Nullstelle 
s+ it,,, der Funktion f(s) — h. 

Bemerkung zu Satz 2. Wir heben zur Orientierung hervor, daB 
die Eigensebaft unserer Menge W abgeschlossen 2u sein in dem Sinne fiir 
die Dirichletschen Reihen charakteristisch ist, daB sie nicht jeder Menge W 
zukommt, welche aus denjenigen Werten w besteht, die eine in einem 
Streifen o << @¢< 6’ beschrankte analytische Funktion f(s) in unendlicher 
Nahe einer in diesem Streifen gelegenen Geraden 6 = 6, annimmt. In der 
Tat ist z. B. die ganze transzendente Funktion f(s) = e* in jedem Streifen 
6 <6< 0" beschrinkt; dagegen ist sogar fiir kein 6, die Menge W= W(o,) 
aller Werte, welche f(s) in unendlicher Nahe der Geraden 6 =o, annimmt, 
abgeschlossen, weil offenbar diese Menge W = W(o,) die, zu W nicht ge- 
hérige, Zah] Null als Haufungspunkt besitzt. 


$5. Beziehung der Menge U zur Menge W. 


Die Dirichletsche Reihe Sa, e~*" sei fiir 6 > A absolut konvergent, 
wobei (bei einem festen 6, > A) V, W und U die tiblichen Bedeutungen 
haben sollen. Aus den Resultaten der Paragraphen 3 und 4, daB erstens 
die Menge V in die Menge U enthalten ist und in dieser Menge itiberall 
dieht liegt, und daB zweitens die Menge W die abgeschlossene Hille der 
Menge V ist, folgt sofort, daf W auch die abgeschlossene Hiille von U ist. 

Bisher war der Exponentenfolge 

eS 4 Sri 4 See * (4, + 00) 


der Dirichletschen Reihe Sa,e~“"’ iiberhaupt keine einschrinkende Be- 


—_” nh 


dingung auferlegt. Wir werden nunmebhr in diesem Paragraphen voraus- 















* 
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setzen, daB die Zahlenmenge 4,, 4,,4,,--- eine ganzzahlige Basis besitzt. 
Dann gilt der folgende Satz. 


Satz 3: Falls die Exponentenfolge 1,,4,,--- der Dirichletschen Reihe 
4,¢ "" eine ganzzahlige Basis besitet, sind fiir jedes 6, > A die Mengen 
U und W identisch. } 

Beweis: Da W die abgeschlossene Hiille von U ist, geniigt es offen- 
bar zur Feststellung der Identitaét der beiden Mengen U und W nachzu- 
weisen, daf die Menge U abgeschlossen ist, also daB jeder Haiufungspunkt 
der Menge U zur Menge U gehért. 

Es sei u* ein beliebiger Haufungspunkt der Menge U, also bei pas- 


sender Wahl einer Folge zu U gehériger Werte u,, u,,---,u 


7 —* 


u* = limw,. 
“u>eo 


Es sei ferner {8,,8,,---} eine ganzzahlige Basis der Folge i,, A,, ---, also 


A, = a1 By + a2 By + °° + Tne B 


Qn ? 


wo die Koeffizienten r,,,7,.,°-°,7,,,. Samtlich ganz sind. Wir schreiben 
’ sa yn 


fiir alle m = 1, 2, 3,--- 


. : cm) 
ee + gv) ‘n59,.F . 
4, > ae - °@ Van? ny2?, Tf T Tn sty Pay ); 


n=1 


hierbei kénnen wir, weil die Zahlen r, , simtlich ganze Zahlen sind, an- 
nehmen, dab die GréBen gy” siimtlich im Intervalle 0 < » < 22 gewahlt 
sind. Wir betrachten das Zahlenschema 


P> Por*** 9,5°*° 
,: Ps," . ee 


py’, PS oo ty OY, 


mit abzaihlbar vielen. Reihen und mit endlich oder abzahlbar vielen Ko- 
lonnen, je nachdem die Anzahl der Basiszahlen f,, 6,,--- endlich oder 
abzihlibar ist. Wegen 0 < g\”") < 2a laBt sich eine Folge positiver ganzer 
Zahlen m, < m, << m,---< m,--- derart wihlen, daB bei jedem festen v 
die Folge gi), gi, ---, gm, --- 


einem Grenzwerte o, zustrebt, d.h. dab 


lim gy” = Qg, existiert. 
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Dann behaupten wir: es ist 


2° 
u*® om > ae “no 9 ‘ ("n,1 PirtlayraPat tly, an ?0n) ; 


n=l 


In der Tat, wegen der Konvergenz der Reihe _§ a,|c~*"% ist die unend- 


liche Reihe . 


~~ 


f(4, 6, xf. r) +) = >'e en ne! (Cnr AtTn,2 % + + +Txo, 9on) 
»> “3? >“? n “ 


n=l 
fiir — co < 6,< co gleichmiaBig konvergent, und es ist daher 


u* = limu, = lim u 
m my 

m-> oo li>o 

4 (m)) + Taye my) ‘ - ror 


oo 
=lim S’a.e7™ rag i (ran 9 in) 
‘+o —_ 


my an? on 


oo 
— STi (ae Pte gO + eased 40 + ray) 
ae l>o2 
2 
=>, en %e nyi Pr + Tny2 Pa t "? "25 9n Pan } 
n=1 


Es ist somit die Existenz endlich oder abzihlbar vieler Zahlen q,, g,, ---, 
@,,°:: derart bewiesen, daB 


~ 4 a a. «wither . 
u* = S a, ee F ("mya Pa + nya Pa + °° + Tn, an Pen) 
 "* 


n=l 


ist, d. h. es ist u* ein Element der Menge U. Hiermit ist der Satz 3 be- 
wiesen. 

Bemerkung zu Satz III: In dem obigen Satze U= W war tiber 
die Exponentenfolge 4,,4,,--- vorausgesetzt, daB sie eine ganzzahlige 
Basis besitzt. Wir werden zeigen, dab diese Bedingung wesentlich ist, d. h. 
daB der Satz nicht mehr gilt, wenn die Bedingung weggelassen wird: 
Dies zeigen wir dadurch, daB wir eine Dirichletsche Reihe a,e~*** kon- 
struieren, fiir die (sogar bei jedem 6, > A) die Menge U = U(o,) nicht 
abgeschlossen ist. 

Wir gehen von der Exponentenfolge 


1 


: 1 ‘ 1 6 
A=1+s,, 4A=3+ 5, hes > A= 2n—1 + oy, =i? 


aus, welche (nach $1) keine ganzzahlige Basis besitzt, und betrachten die 
Dirichletsche Reihe 
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- - (Qn—1 ; 
; r y~- a— + Ea s 
f(s) = > e74n* = > e 2(3” iy 
a=1 


ani 
deren absolute Konvergenzabszisse offenbar gleich Null ist. Weil 
B= {B,} = {1} eine Basis der Exponentenfolge ist, besteht fiir jedes 
6, > 0 die Menge U = U(o,) aus denjenigen Werten u, welche die Funktion 
F(a,) = en = f(a,) 

n=1 
annimmt, wenn die Variable z, die Gerade R(z,) — 6, durchlauft, d.h. 
die Menge U = U(o,) ist mit der Menge V = V(o,) aller Werte w iden- 
tisch, welche die Funktion (6, + i¢) fir — co <¢< oo annimmt. Wir 
fihren den Nachweis, daB diese Menge U(o,) nicht abgeschlossen ist, da- 
durch, daB wir zeigen, daB die Zahl 


ns ae —(2n- 1+ . )e% 
> —_ > 2 (2”— 1), 
z2aaoo é 26 = é 


a=l n=1 


ein Haufungspunkt von U ist ohne zur Menge U zu gehdren, 
In der Tat ist fiir jedes reelle ¢ 


oo 


x 
: ‘ ~ p , ae 
f(y + it) = SNe taboo 9 = Sem tnme-ton, 


a=l n=l 


wo u,(t) 7 4, =—t (2n wae ranz a) 


ist. Damit e~*“»“ —— 1 ist, ist somit notwendig und hinreichend, dab 


1 . 
‘(9e—-1+ sea—a) = (2q¢+1)a 


ist, wo g eine ganze Zahl ist, also dab 
Sin 2q+1 ‘wie an—DCGt) og 
Sieieiale 1 2 (2m — 1)?4+1 
2(2n—1 
ist.’ Hieraus folgt: 
1. Weil 2n —1 zu 2(2n — 1)? + 1 teilerfremd ist, hat offenbar jede 


Lésung ¢ der Gleichung e~‘“»“ — — 1 die Form 
a(2n—1 
t = B ), 22, 


wo « und #6 von Null verschiedene ganze Zahlen sind, von denen 6 zu 
2n —1 teilerfremd ist. Hieraus schlieBen wir, daB es kein derartiges ¢ 
gibt, das gleichzeitig den unendlich vielen Gleichungen 


etn) =e — ] 








geni 


best 


gen 


zu 
we 


in 


de 


b 
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gentigt, und daraus weiter, daB fiir kein reelles ¢ die Gleichung 


« ~ 
= me 
XN e7 *n% e7t#all = ox 7 e~ An%o 
—— —_ ? 
n=1 na=l1 
d.h. die Gleichung {(Gp-+ it) = 2 


besteht. Die Zahl z gehért also nicht der Menge U an. 
2. Dagegen ist z Hiiufungspunkt der Menge U. Um dies zu beweisen 
geniigt es offenbar auf Grund der gleichmaBigen Konvergenz von 
> onto ital —w<t<oco) 
n=l 
za beweisen, daB es zu jedem gegebenen N > 1 eine reelle. Zahl ¢ gibt, 


welche die N Gleichungen lal a 8 ont 2:.c¥) 
gleichzeitig erfillt, also eine Zahl {= ¢,, fiir welche die N Gleichungen 


es 2n—1 (2q,+1 ‘¢ < T 
i= ¢@n—i)' 11 ‘2x (n= 1,2,---, N) 


in ganzen Zahlen 4,, q.,---;@yv lésbar sind. Dies ist aber offenbar fiir 


der Fall. Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 


$6. Eine Klasseneinteilung Dirichletscher Reihen. 
Bei den Betrachtungen in diesem Paragraphen gehen wir von einer 
beliebig gegebenen, festgehaltenen Exponentenfolge 
A, <dg<Ag +++ <CA,+ 44, —> oo) 
aus und werden eine Klasseneinteilung aller zu dieser Exponentenfolge 


gehdriger Dirichletscher Reihen Sa,e~*»* vornehmen. 
Es sei B = {B,, By +> °| 


} 


eine (beliebig ausgewahlte) Basis der gegebenen Zahlenfolge 4,, A, - -- 


und es sei 
SS meson 
A, = 1,1 By + 4,2 Bp + °° + Tay, Bo, 


die Darstellung von 4, durch Zahlen der Basis B. Wir fiihren den Begriff 
Aquivalenz Dirichletscher Reihen durch die folgende Definition ein. 
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Definition: Eine Dirichletsche Reihe Sa,e-*»' heift einer Dirichlet- 


schen Reihe .>'b. e~*»* dquivalent, was wir durch 
—_ ~~" aqu ? 


7 ~ 
> a,e~ “a? ~ > be~ *n* 


n=l get 


bezeichnen werden, wenn es eine (je nachdem die Basis B endlich oder ab- 
siihlbar viele Zahlen enthiilt) endliche oder abzéhlbare Folge reeller Zahlen 
1, Poy -* +> Pmr*** Gerart gibt, daB fiir jedes n = 1, 2, 3,--- 


weed i) ed ee Tn, Wn % ) . 

b, = a,e ; ; see tal ast. 

Zu dieser Definition fiigen wir sogleich die folgenden Bemerkungen 
hinzu: 


I. Die Definition der Aquivalenz ist von der speziellen Wahl der be- 
nutzsten Basis B unabhingig. 

In der Tat, es seien B = {§,, 8,,---} und C = {y,, 7,,--+} zwei ver- 
schiedene Basen der Exponentenfolge i,, 4,,---, und es sei 


A, = 1,18, + ade +--+ + Tae Men 


a= » * pS > a er ? A 
baw. A, rei Roi: ' Ri2¥s ss Ra o.V en 


die Darstellung von 2, durch Zahlen der Basis B baw. C; ferner sei 


yo = pin) +. yl de v0 he ee 
fa ry B,, "3 B,. ? B,., 


m 


die Darstellung von y, durch Zahlen der Basis B. Es werde nunmehr 
die Existenz einer endlichen oder abzihlbaren Folge reeller Zahlen 9,, g,, 
“+ @,,°+* derart angenommen, dab 


a Pit i’n,2Prt + ny %q_Py ) (nm = 1, 2, 3, ---) 
b = @é _— . a°n 9 -9 ’ 
n n 


ist. Dann folgt sofort die Kxistenz einer entsprechenden Folge reeller 
Zahlen ®,, ®,,---, ®,,,+-- derart, dab 


m 
-/ Ry iP, +R. «2 bD, + 


R, 9. P , 
; b, = a,e = +n Qn (n = 1,2, se 


ist; wir haben in der Tat nur 


oa, ot) af. «R a mel ole Jin a 2 
a= Pn, TTS Pa, rn Pan zu setzen. 
I. Es ist > 4,67 *n* ~ Sa,en*n'. 
—r I+r, 9 0+ +r 0 
. n, 1 n,2? ",9n 
Denn es ist a,—a,e ‘“ : 
IIL Aus >4,¢~ An ~ Sb 67? n 


folgt Db en tnt mw Sa e7 “n* 





fol 


un 


fol 


ul 





Allgemeine Dirichletsche Reihen 155 


—§(rn,191 + 70,292 + °° + r,gn Pan) 
Denn aus b=—ae ‘™ n ny In 4m) 
—#(Tn1(—P1) +n, 2(— 92) + +T, q (— Pq )) 
folgt i= b e ” ’ an n 
n n 
—y . — 
IV. Aus Sa,e- Int ms Sb em 4a" 
und De ~ See 
folgt = a,e~ “n* ~> C07 #8", : 
+i(r 5191 + + Tag, Me ) 
Denn aus b, = a,e ("a 4 9n Pon) 
und C= b e 1 ni} Say "On Pon) 
a Ng 
folgt me emit Ht + Fman (Pent Yon?) 
n n . 


Auf Grund der obigen Definition und der zugefiigten Bemerkungen 
teilen wir nunmehr die saimtlichen zu der gegebenen Exponentenfolge 
4,, 49, °*+ gehérigen Dirichletschen Reihen derart in Klassen ein, daf swei 


Dirichletsche Reihen Sa,e~*»* und Sb, e~*» dann und nur dann zu der- 
selben Klasse gerechnet werden, wenn sie einander dquivalent sind. 

Wir bemerken zur Orientierung, da8 eine Transformation s = s’ + ir 
die Klasse einer Dirichletschen Reihe nicht indert, d.h. es ist bei jedem 
reellen t Dae ~ Sac". ew tnt 
denn es ist ja 


b, = ae." - desman +722) + °° +7 man Pan) 


Beispiel. Wir betrachten speziell die Exponentenfolge 
4,=logl, A, = log?2, + A, =logn, 
Benutzen wir die (ganzzahlige) Basis 
B = {log2, log3, log5, ---, logp,, ---}, 


so wird die Darstellung von 4, mittels Zahlen der Basis durch 


4, = logn = », logp, + », logp, + ---+ ,, logp, | 


gegeben, wo p,i-p.--- p,m die Zerlegung von » im Primfaktoren bedeutet. 
Die allgemeine Form einer zu einer gegebenen Dirichletschen Reihe 


, ~slogn « . bie ° , 5 wgiean 
Sa e~**" iquivalenten Dirichletschen Reihe b ¢~*” ist also durch 
a ah —_ ht 

Sb oe 8 Sg oo (1 Par t "2 Png Ft mPa) « PR ei 

— nm — n 
gegeben. In anderer Schreibweise sind, wenn wir z,, statt e~‘? setzen, 


die zu a, - n-* iquivalenten Dirichletschen Reihen Sb,n-* durch 


a ” 
7 Y ’ v ¥ —_ 
> b.n-* = > 4,2, Sn,** Ban W 


9). 


9- = ; a2 - R—s am ey 
=, + 042, ° 27° + G2, - 3-* + yet - 4-* + G2, 97" + O,2,2,- 07° +--- 
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gegeben, wo Z,,2,,2,,--* eime beliebige abzihlbare Folge von auf dem 
Einheitskreise gelegenen Zahlen bedeuten. 
Es sei 4,, 4,,--- eme beliebige Exponentenfolge und 


Vv »— Ans , —Ags 
a,e7“*™* ~ Sb e- 40". 


Dann ist speziell a,|='b n= 1,2,--) 


n a ss 


und die beiden Reihen a e~** und b.e-*” haben somit dieselbe ab- 
om —_ ht 


solute Konvergenzabszisse A, d. h. die absalute Konvergenzabszisse A ist nur 
von der Klasse abhingig. Wir beweisen nunmehr den Satz: 


Es seien f(s) = Sa,e~*=* und g(s) = Sb,e~’»* zwei dquivalente Di- 
richletsche Reihen mit der absoluten Konvergenzabszisse A, und es sei 6, >-A. 
Es bezeichne ferner U, bzw. U, die m f(s) baw. g(s) gehirige Menge 
U —U(6,). Dann ist die Menge U, mit der Menge U, identisch. 

Wir haben zm zeigen, daB die Mengen U, und U, der Werte, welche 


die Funktion 


Fi , ce) am a e al *i on, 2°23 F *as9n *on 
(2° 2? = a” 


bzw. die Funktion 


oo 
v7 ~("n,171 TF 'n,27*2T Tlnion “an 
G(2,, %,°°:) = > b,¢ 


n= 
fir R(z,) = B,6,, R(z,) = B,6,, --- annimmt, identisch sind. Dies folgt 
aber sofort daraus, dab nach Annahme 
— os Tn,1 91 Tn, 2P2 + tTn, g n) ¢ . 
b, = 4,€ ( In (@ = z, 2. 3, see) 
ist, also G(2,, Xy, +++) = F(a, + tq,, Ly + ige,---) ist. 


Aus diesem Satze, daB fiir jedes 6, > A die Menge U = U(o,) nur 
von der Klasse abhiingt, ergibt sich sofort der folgende Satz, aus welchem 
die Bedeutung des Aquivalenzbegriffes fiir unsere Probleme hervorgeht. 

Satz 4. Es sei eine Klasse Dirichletscher Reihen mit der absoluten 
Konvergenzabszisse A (< c0) gegeben. Dann ist fiir jedes 6, > A die Menge 
W = W(a,) der Werte, welche cine zu dieser Klasse gehirige Dirichletsche 
Reihe f(s) = Sa,e-*»* in unendlicher Nihe der Geraden 6 = 6, anninuut, 
nur von der Klasse und nicht von der speziellen Wahl der zur Klasse ge- 
hdrigen Dirichletschen Reihe f(s) abhéngig. 

In der Tat ist W die abgeschlossene Hiille der Menge U, und die 
Menge U nur von der Klasse abhiingig. 
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Dimension und AuBeres Mab. 
Von 


Feurx Hausporrr in Greifswald. 


Herr Carathéodory hat eine hervorragend einfache und allgemeine, 
die Lebesguesche als Spezialfall enthaltende MaBtheorie entwickelt*) und 
damit insbesondere das p-dimensionale Ma8 einer Punktmenge im q-dimen- 
sionalen Raume definiert. Hierzu geben wir im folgenden einen kleinen 
Beitrag. Nach einleitenden Betrachtungen, die das Carathéodorysche 
Langenma® in naheliegender Weise verallgemeinern und ejnen Uberblick 
fiber die reiche Fiille analoger MaBbegriffe gestatten, stellen wir eine Er- 
klirung des p-dimensionalen MaBes auf, die sich unmittelbar auf nicht 
ganzzahlige Werte von p ausdehnen und Mengen gebrochener Dimension 
als méglich erscheinen laBt, ja sogar solche, deren Dimensionen die Skala 
der positiven Zahlen zu einer verfeinerten, etwa logarithmischen Skala 
ausfiillen. Die Dimension wird so zu einem Graduierungsmerkmal wie die 
yOrdnung“ des Nullwerdens, die ,,Stiirke“ der Konvergenz und verwandte 
Begriffe. In wesentlich anderer Art hat bekanntlich Herr Fréchet Dimen- 
sionstypen definiert, die die Reihe der natiirlichen Zahlen interpolieren.**) 
Nicht so ungezwungen wie unser Dimensionsbegriff ist freilich der Nach- 
weis, daB es Mengen gibt, die genau von vorgeschriebener Dimension sind, 
dh. ein entsprechendes MaB besitzen, das weder Null noch unendlich 
ist; wir besehranken uns’ in dieser Hinsicht auf die einfachsten Beispiele, 
timlich gewisse lineare nirgendsdichte perfekte Mengen (auf welche, fiir 
abnormes Verhalten aller Art typische, Mengengattung hier ein neues | 
icht falit) und die hieraus durch Multiplikation entstehenden ebenen 
und: riumlichen Mengen. 


*) C. Carathéodory, Uber das lineare MaB von Punktmengen — eine Verallge- 
meinerung des Liingenbegriffs, Gétt: Nachr. 1914, 8. 404—-426. Hierauf beziehen sich 
unsere Zitate: Die etwas modifizierte Darstellung in den Vorlesungen iiber reelle Funk- 
tionen (Teubner 1918) enthiilt gerade den Teil der Theorie nicht, an den sich: unsere 
Arbeit anschlieBt, und konnte daher auBer Betracht bleiben. 

**) M. Fréchet, Les dimensions d’un ensemble abstrait, Math. Ann. 68 (1910), 
8. 145—168 
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1. Die Voraussetzungen der Carathéodoryschen MaBtheorie sind: 

I. Jeder Punktmenge A eines q-dimensionalen euklidischen Raumes 
ist eine Zahl L(A) eindeutig zugeordnet, die entweder Null oder positiy 
oder unendlich ist (0 < L(A) < ov). 

Il. Fiir eine Teilmenge B von A ist L(B) < L(A). 

Ill, Ist A die Summe von endlich oder abzihlbar vielen Mengen 
A,, A,,:-+,s0 ist L(A)< L(A,) + L(A) +-:-. 

IV. Sind A und B zwei Mengen, deren Entfernung positiv ist, so ist 

L(A + B) = L(A) + L(B). 


V. L(A) ist die untere Grenze von L(B) fiir die meBbaren Mengen 
B itiber A (d. h. die A als Teilmenge enthalten). 
MeBbar (beziiglich ZL) heiBt eine Menge A, wenn fiir jede Menge W 
die Gleichung gilt " 
L(W) = L(AW) + L(W— AW). 


Jede Mengenfunktion L(A), die diesen fiinf Bedingungen geniigt, 
heiBe ein dufeyes Maf; ihr entspricht ein System meBbarer Mengen und 
eine MaBtheorie- mit den von Herrn Carathéodory entwickelten Eigen- 
schaften. Auf Grund von IV. sind die Wiirfel des g-dimensionalen Raumes, 
die abgeschlossenen Mengen, die offenen Mengen oder Gebiete und die 
(hieraus durch wiederholte Summen- und Durchschnittsbildung iiber Mengen- 
folgen entstehenden) Borelschen Mengen stets meBbar. 

Wenn L(A) nar die vier ersten Bedingungen erfiillt, so definiere 
man M(A) resp. N(A) als untere Grenze von L(B) fiir die (beziiglich 
L) meBbaren resp. Borelschen Mengen B iiber A. Diese beiden Funk- 
tionen erfiillen dann alle fiinf Bedingungen und sind also aiuBere Mabe. 
Wir unterdriicken den einfachen Beweis dieser Bemerkung, von der wir 
im folgenden keinen Gebrauch machen. 

Wir werden uns naturgemaéB auf auBere Mabe beschrinken, die fiir 
kongruente Mengen gleich ausfallen. Wenn tiberdies L(B) = m?L(4A) ist, 
sobald B zu A im Verhiltnis m:1 idbnlich ist, so nennen wir L ein 
aiuBeres MaB von der Dimension p. 

Wenn zwei auBere Mabe L(A), M(A) fiir jede Menge A gleichzeitig 
Null oder positiv oder unendlich sind, so nennen wir sie von gleicher 
Ordnung; das ist insbesondere der Fall, wenn mit zwei positiven Kon- 
stanten h, k stets hL(A) < M(A) SFL(A) 
gilt. Wenn M(A) stets 0 ist, sobald L(A) endlich ausfallt (oder L(A) 
stets co, sobald M(A) von Null verschieden ist), so heiBe L von niederer, 
M von hiherer Ordnung; das ist insbesondere der Fall, wenn fiir jedes 
M(A) < #L(A) gilt. 


positive ¢ 
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2. Es sei Ul ein System beschrinkter Punktmengen U des g-dimen- 
sionalen Raumes von der Art, daB man jede beliebige Menge A dieses 
Raumes in endlich oder abzihlbar viele Mengen U mit belicbig kleinen 
Durchmessern d(U) einschlieBen kann; jeder Menge U sei eine endliche, 
nicht negative Zahl /(U) zugeordnet. Schlieben wir, bei gegebenem posi- 
tiven 9, A in SU, ein mit d{U,) <0; die untere Grenze der bei allen 
solchen Mengenfolgen auftretenden Summen .57/(U,) heiBe L,(A); sie 
kann Null, positiv oder unendlich sein. Nimmt g ab, so verschirfen sich 
die Bedingungen, L(A) nimmt nicht ab und hat einen endlichen oder 
unendlichen Grenzwert 


L(A) = lim L(A) 


o> 


= lim inf. 1(U,) 


eo 


> L,(A). 


Diese Mengenfunktion erfiillt, ohne weitere Einschriinkung iiber 1(U), die 
vier ersten Carathéodoryschen Bedingungen und, wenn die U Borelsche 
Mengen sind, auch die fiinfte. 

Der Beweis mag unterdriickt werden, da er fast wértlich wie der 
Carathéodorysche (S. 17ff.) fiir das lineare MaB verliiuft. Zur fiinften Be- 
dingung sei bemerkt, daB es iiber jeder Menge A eine Menge W mit 
L(W) = L(A) von folgender besonderer Form gibt: W ist Durchschnitt 
abzihlbar vieler Mengen V, die ihrerseits Summen abzihlbar vieler 
Mengen U sind. Mit den U ist also auch W eine Borelsche, insbesondere 
meBbare Menge, und die Bedingung V. ist erfiillt. 


3. Sei B ein zweites Mengensystem wie Ul und jeder Menge V 
dieses Systems eine endliche Zahl m(V) > zugeordnet; wir definieren 
damit analog wie zuvor die Zahlen M(A), M(A). Nehmen wir an, 
awischen diesen Systemen und zugeordneten Funktionen: 1, m bestehe die 
folgende Bezichung: 

«) Zu jeder Menge U und jedem positiven ¢ gibt es eine Menge V 
iiber U derart, daB 


UV\)<rd(U)+e, m(V)<kl(U) +e, 


wo r, k zwei positive Konstanten sind. 
Man schlieBt leicht, daB dann fiir jede Menge A 


M,,(A) <kL,(A), M(A) <kL(A) 


ist. Ein besonderer Fall dieses Verhaltens (mit » = k= 1) ist der, daB 
U Teilsystem von B und 1(U) = m(U) ist; dann ist also M(A) < L(A). 
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Steht jedes der beiden Systeme zum andern in einer solchen Be- 
ziehung, so ist mit zwei positiven Konstanten h, k 


hL(A) < M(A) <kL(A), 


die beiden Mengenfunktionen sind von gleicher Ordnung. Ist iiberdies 
h=k, M(A) mit L(A) proportional, und besteht @ aus Borelschen 
Mengen, so ist auch fiir die auf Ul beruhende Mengenfunktion L(A) die 
fiinfte Carathéodorysche Bedingung erfiillt und es gibt-tiber jeder Menge A 
eine Borelsche Menge B mit L(B) = L(A). 


4, Die Funktion /(U) > 0, die wir uns iibrigens fiir jede beschrankte 
Menge definiert denken, habe eine der folgenden Eigenschaften: 
A) Fiir die kleinste abgeschlossene Menge U, tiber U ist 
1(U,) =U). 
B) Umgibt man jeden Punkt von U als Mittelpunkt mit einer Kugel 
vom Radius 6 und ist U, die Menge der inneren Punkte dieser Kugeln, 
so ist fiir beliebiges « >0 und hinreichend kleines £ 


1(U3,) < UU) + «. 

Wir wollen die Funktion /(U) im Falle A) abschlieBbar, im Falle B) 
stetig nennen. 

Sei nun Ul wieder ein Mengensystem von der bekannten Art; unter 
B verstehen wir entweder das System der abgeschlossenen Mengen U, 
oder das der offenen Mengen U, (wo £ alle positiven Zahlen oder eine 
Menge solcher mit der Hiufungsstelle 0 durchliuft). Da auch der Dureb- 
messer d(U) eine abschlieBbare und stetige Mengenfunktion ist, so kann 
man zu gegebenem U und « ein V=U, oder V=U, so bestimmen, 
daB entweder d(V)=d(U), WV) =U) 
oder wenigstens d(V)<d(U)+«, UV)<UU)+8. 


Das ist eine Beziehung von der Form a) und demnach 
M(A) <= L(A), 

wo das fiuBere MaB M sich auf das System B und die gleiche Funktion 
1(V) bezieht. 

Ist U das System aller beschrinkten Mengen, also ¥ Teilsystem von 
U, so ist andererseits L(A) < M(A) 
und L(A) = M(A) ist ein fiuBeres Mab, das auch die fiinfte Carathéo- 
dorysche Bedingung erfillt und zu jeder Menge A die Existenz einer 


Borelschen Menge B iiber A mit L(B) = L(A) sichert. Wir kénnen also 
den Satz aussprechen: 
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Ist 1(U) >0 eine ftir beschrinktes U definierte, abschlieBbare oder 
stetige Mengenfunktion und schliebt man A in endlich oder abzahlbar 
viele beschriinkte Mengen U, mit Durchmessern < 9g ein, so ist 

L(A) = lim inf. SX U,) ein auBeres Mab. 

4. Die Funktion 1(U) sei stetig und tiberdies monoton, d.h. ist U 
Teilmenge von V, so ist 1(U) << U(V). 

Sie ist dann auch abschlieBbar, denn U, ist der Durchschnitt der 
Mengen U,. 

Es seien dann Ul, 8 zwei Mengensysteme von folgender Art: 

Zwischen U und U, liegt stets ein V; zwischen V und V, liegt 
stets ein U. 

Da auch der Durchmesser d(U) stetig und monoton ist, so kann 
nran zu jedem U und positiven « ein V angeben mit 


d(Vi<d(U)+e, WV) <UU)+e 


und es ist also M(A) < L(A), umgekebrt aber auch L(A) < M(A), also 
stimmen die (auf U, B und die Funktion / beziiglichen) Mengenfunk- 
tionen L(A), M(A) iiberein. 

Die Voraussetzung trifft z. B. zu, wenn die U abgeschlossene, die V 
offene Kugeln des g-dimensionalen Raumes sind. Die hierauf gegriindeten 
L(A), M(A) wiirden zwar ohne jede Einschriinkung tiber die Funktion / 
(die nur >O sein muB) fuBere MaBe sein, da es sich um Borelsche 
Mengen handelt; aber auf ihre Gleichheit kénnte im allgemeinen nicht 
geschlossen werden. 

Dasselbe gilt, wenn man statt der Kugeln Wiirfel, Quadern (= recht- 
winklige Parallelepipeda), Simplexe des q-dimensionalen Raumes ver- 
wendet; es ist bei stetiger monotoner Funktion /(U) gleichgiiltig, ob diese 
Figuren abgeschlossen oder offen (mit oder ohne Begrenzung) gewihlt 
werden. 


6. Wir nennen einige Beispiele monotoner stetiger Funktionen / = 1(U). 

A) Der Durchmesser d, d. i. die obere Grenze der Entfernung eines 
zu U gehérigen Punktepaares u,u, . 

B) Die obere Grenze A der Fiche eines Dreiecks u,u,u,, dessen 
Ecken auf U liegen. 5 

C) Die obere Grenze A, des p-dimensionalen Volumens eines Simplex 
My, --+U,, dessen Ecken auf U liegen. 

Hiervon sind d und A Spezialfille fir p= 1,2. Hin auf.l = A, be- 
aiigliches iuBeres MaB hat die Dimension p. Ein auf A, beziigliches ist 
‘nicht nur bei laingentreuer, sondern auch bei affiner, volumentreuer Trans- 
formation des g-dimensionalen Raumes invariant. 


Mathematische Annalen. LXXIX il 
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D) Die untere Grenze des (elementargeometrischen) ¢ -dimensionalen 
Volumens einer Kugel (oder eines Wiirfels, Quaders, Simplex), die die 
Menge U enthilt. 

E) Die untere Grenze der Volumensummen endlich vieler Kugeln 
(oder dergl.), die U einschlieBen, d. h. der iuBere Inhalt von U (im Jordan- 
Peanoschen Sinne, nicht das auBere Lebesguesche MaB). 

F) Das qg-dimensionale Volumen (im Jordanschen oder Lebesgueschen 
Simne) der kleinsten konveren Menge U, tiber U. 

G) Die obere Grenze des p-dimensionalen Volumens der senkrechten 
Projektion von U, auf eine p-dimensionale Ebene; dies nennt Carathéodory 
den p-dimensionalen Durchmesser von U. ‘Hiervon sind A) und F) 
Spezialfille fir p= 1, p= gq. 

Der Beweis, daB diese Mengenfunktionen stetig sind, ist elementar- 
geometrischer Natur bis auf die letzten beiden Fille, die eingehendere Be- 
trachtungen iiber konvexe Mengen erfordern; iibrigens geniigt ja die leichter 
zu beweisende AbschlieBbarkeit. 

Bedenkt man nun noch, daB jede nichtnegative resp. stetige resp 
monotone (mit wachsendem ¢ nicht abnehmende) Funktion 1(f) von t>0 
aus einer nichtnegativen resp. stetigen resp. monotonen Mengenfunktion 
1(U) eine ebensolche 4(1(UY) hervorgehen laBt, daB man auch mehrere 
Mengenfunktionen in analoger Weise verkniipfen kann und daB endlich 
noch die Wahl des Systems U freisteht, so ergibt sich ein weiter Spiel- 
raum von Méglichkeiten, auBere Mabe im Sinne Carathéodorys zu defi- 
nieren. Um abseits der folgenden Betrachtungen, die sich auf Funktionen 
von d(U) beschrinken, noch ein einzelnes unter B) oder D) fallendes 
Beispiel zu nennen: schlieBt man die ebene Menge A in Dreiecke A, von 


Durehmessern < g ein, so erhalt man ein fiuBeres Ma8 (von der Dimen- 


9 
sion — / bile >A 3 
) L(A) = lim inf. SA;, 


e>0 
das nach einer Bemerkung von Herrn Blaschke*) fiir konvexe Kurven- 
bégen auf die ,,Affinlinge“ os ' 
/ k* ds 
(k Kriimmung, s Bogenlinge) fiihrt. 
7. Fir p= 1, 2,--- erhailt man das p-dimensionale iuBbere Maf von 
Carathéodory, indem man fiir die Mengenfunktion 1(U) des Satzes am 


Schlusse von Nr. 4 den in Nr. 6, G) erklirten p-dimensionalen Durch- 
messer wahlt. Da diese Definition ziemlich viel aus der Theorie der kon- 


*) W. Blaschke, Uber affine Geometrie III. Eine Minimumeigenschaft der Ellipse 
(Leipz. Berichte 69 (1917), 8. 12). 
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vexen Mengen voraussetzt, scheint eine Vereinfachung erwiinscht. Wenn 
man z. B. statt der Mengen U speziell Kugeln setzt, erhilt man ein — im 
Sinne von Nr. 1 jedenfalls p-dimensionales — iiuBeres MaB L, durch die 
Vorsehrift: 
Definition 1. Man schlieBe A in endlich oder abzihlbar viele 
Kugeln K, von Durchmessern d,< @ ein und bilde 
L(A) = lim inf. ¢, Sd?, 


o> 


wobei C, = 2": 2°TT (2) 
das Volumen einer p-dimensionalen Kugel vom Durchmesser 1 ist. 
Ubrigens kann man nun den p-dimensionalen Durchmesser ganz bei- 
seite lassen, denn L, ist nach Nr. 2 sicherlich ein auBeres MaB, da die 
Kugeln Borelsche Mengen sind, und wiirde, da d(U)’ eine stetige Mengen- 
funktion ist, auch eins bleiben, wenn man sie durch beliebige beschriinkte 
Mengen ersetzt. Man kénnte ferner die Definition durch Benutzung von 
Wiirfeln, Quadern, Simplexen an Stelle der Kugeln modifizieren, mit even- 
tueller Anderung des Faktors c,; da d(U)? auch monoton ist, kommt es 
nicht darauf an, ob diese Mengen als abgeschlossen oder offen gedacht 
werden. Alle diese auBeren MaBe sind iibrigens von gleicher Ordnung, 
da man jede Menge der einen Gattung vom Durchmesser d in eine Menge 
der andern vom Durchmesser rd einschlieBen kann, wo r ein konstanter 
Faktor ist; z. B. kann man eine beschrinkte Menge vom Durchmesser d 
des g-dimensionalen Raumes gewiB in eine Kugel vom Durchmesser 2d, 


1 
2 2 , , 
sogar vom Durchmesser (, +i) ad einschlieBen.*) 


Bleiben wir bei der Definition 1 und zeigen, dab sie in den Fillen 
p=1, p=2, p=q wenigstens bei den einfachsten Mengen die tiblichen 
Ausdriicke fir Linge, Fliche, Volumen liefert. 

a) Fiir jede Menge A des g-dimensionalen Raumes ist L(A) gleich 
dem fuBeren Lebesgueschen MaBe m(4A). 

Es ist einerseits bei jeder EinschlieBung von A in Kugeln die Summe 
ihrer Volumina >m/(A), also L,(A)>m(A). Andererseits kann man 
nach bekannten Uberdeckungssitzen von Vitali und Lebesgue A in Kugeln 
von beliebig kleinen Durchmessern so einschlieben, dab die Summe ihrer 
Volumina m(A) beliebig wenig iibertrifft, also ist stets L,.(A) < m(A) 
und L(A) < m(A). 


70 


*) H. Jung, Uber die kleinste Kugel, die eine riumliche Figur einschlie6t, Diss. 
Marburg 1899 = Journal f. Math. 123 (1901), 8. 241—257. 
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8) Fir einen einfachen Kurvenbogen A ist [,(A) gleich der Lange 
A(A), doh. der oberen Grenze der Liingen der in A eingeschriebenen 
Polygone. 

Man hat A in Kugeln XK, von Durchmessern d, < 9 einzuschlieBen und 

L,(A) = lim inf. Sd, 


o> 


zu bilden. Der Beweis, dab L, > 4, verliiuft genau wie bei Carathéodory 
(S. 21); man kann auch sagen, er ist in dem Carathéodoryschen Béweis 
enthalten, da dessen L,, auf Zulassung aller beschriinkten Mengen U be- 
ruhend, kleiner oder gleich dem unsrigen, auf Benutzung von Kugeln be- 
ruhenden, ist. Um auch L, <4 zu beweisen, wo 4 endlich angenommen 
werden kann, teile man A in Teilbégen von Liangen 4, < @ und schlieBe 
jeden solchen in eine Kugel vom Durchmesser 1, ein (ein Kurvenbogen 


von der Linge 4 liegt ganz in einer Kugel vom Radius - , deren Mittel- 
punkt der Mittelpunkt des Bogens ist); es ist also L, <4, =A, 
L, SA. 
y) Fir das Flachenstiick 
P: ax2S A, bDsys BR, 2=f(2, y) 
mit stetigen Ableitungen p = /,, q = /, ist L,(F’) gleich dem Integral 
AB 


S/Vitet @dxdy 


Der Beweis braucht nur kurz angedeutet zu werden. Es ist 
L,(F’) = L= lim L, und L, (eigentlich L,,) die untere Grenze von a >'o?, 


o>0 
wenn F in Reaiie von Radien oe, < @ eingeschlossen wird. Man kann 
nun das Kechteck 
R: ax2z<A, bDx<ysB 
in Teilrechtecke mit beliebig kleiner Schwankung von p, q zerlegen; 
nehmen wir zuniichst an, R selbst sei ein solches Teilrechteck, ziehen die 
Tangentialebene in einem Punkte s, von F und projizieren jeden Punkt 
s von F durch Vertikalen (Parallelen zur z-Achse) in einen Punkt ¢ der 
Tangentialebene, wodurch ein ebenes Viereck 7’ entsteht; andererseits sei 
T* die senkrechte Projektion von F auf dieselbe Ebene. Man kann dann 
annehmen (wenn man die elementaren Inhalte dieser Mengen mit den- 
selben Buchstaben bezeichnet): 
daB 7’ und 7* sich von F (dem obigen Integral) um weniger als 
eR unterscheiden, 
und daB bei der ersten Projektion der Verzerrungsquotient ss, : ¢t, 
kleiner als 1 + ¢ ist. 
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Nun schlieBe man 7’ in Kreise mit Mittelpunkten ¢, (in 7 selbst) und 
Radien t,< | 4 , ein derart, dab 

x St? <7T+ 4, 
wo 6 >O beliebig ist. Dann schlieBen die Kugeln mit Mittelpunkten s, 


(den zu ¢, entsprechenden Flachenpunkten) und Radien (1 + ¢)1,<@ die 
Fliche F ein und es ist 


L,<aS(lt+e)ti<(1+e%(1+8), 


also, wenn man g und @ nach 0 konvergieren laiBt: L < (1+ «)*T. 
SchlieBt man andererseits F in Kugeln mit Radien e,< @ und 


a So2<L,+6 
ein, so erhilt man durch senkrechte Projektion auf die Tangentialebene 
Kreise mit denselben Radien, die 7’* einschlieBen, also 


T*<a> 


=; 
oder 7*< L. Zusammengefabt 
F—«R< L<(1+e)*-(F+eR). 


Man beachte noch, dab L(/J’) sich nicht andert, wenn man die vier Be- 
grenzungslinien (den Rechteckseiten entsprechend) weglaBt, weil sie als 
ebene Kurven das Lebesguesche FlichenmaB 0 und daher auch das Z-Mab 
0 haben (vgl. diese Nr., «)). 

Kehren vir zu der urspriinglichen Bedeutung von R zuriick, zerlegen 
es in Teilrechtecke R, obiger Beschaffenheit und beachten, daB nach der 
letzten Bemerkung L = SL,, so ergibt sich obige Ungleichung auch 
fiir das ganze Rechteck und daher L = F. 


8. Nachdem die Definition 1 so ihre Existenzberechtigung wenigstens 
in gewissem Umfange erwiesen hat, ist es ein naheliegender Gedanke (der 
bei der Carathéodoryschen Definition ausgeschlossen wiire), sie auch auf 
nicht ganzzahlige positive Zahlen p auszudehnen. Es ist nur die Frage, 
ob dies nicht vielleicht in dem Sinne zu einer Trivialitét fiihrt, daB dann 
alle Mengen das iiunBere Mab 0 oder co bekommen, d. h. es erwiichst die 
Aufgabe, Mengen A zu konstruieren, fiir die 0 < L(A) < oo und die in 
diesem Sinne genau von der Dimension p sind. Dies Problem 1laBt sich 
noch erweitern. Bei der Definition von L, hat, vom Zahlenfaktor c, ab- 
gesehen, die p Potenz des Durchmessers d die Rolle der Méngenfunktion / 


. Pes . 7 ° P 1 
gespielt: kann man dafiir auch etwa eine Funktion wie d? log > setzen, 


die fir d—» 0 schwicher als d?, aber stirker als jede niedrigere Potenz 
Null wird, und in diesem Sinne Mengen bilden, deren Dimension in die 
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Zwischenstufen der Skala der positiven Zahlen falit? Wir werden also von 
der in Nr. 6. hervorgehobenen Freiheit Gebrauch machen und jeder posi- 
tiven, stetigen, mit x wachsenden und zugleich mit x nach 0 konvergierenden 
Funktion i(x) ein iuberes MaB L(A) zuordnen nach folgender Vorschrift: 

Definition 2. Man schliebe A im endlich oder abzihlbar viele 

Kugeln XK, ein, deren Durehmesser d, < @ sind, und bilde 
L(A) = lim L(A), 
wo L,(A) die untere Grenze der Summen >4(d,) ist. 

Die Einschriinkungen, denen wir (x) unterworfen haben, sind zwar 
nicht unbedingt notwendig, aber im Sinne von Nr. 4 und 5 zweckmiibig 
und zugleich der Absicht entsprechend, das Null- oder Unendlichwerden 
aller L(A) auszuschlieBen. 

Wenn 0 < L(A) < oo, so sagen wir, A sei von der Dimension [4(x)|_ 
Die Dimension |2?| bezeichnen wir auch mit (p); eine Menge dieser Di- 
mension ist im friiheren Sinne (Nr. 1) von der Dimension p, aber nicht 
umgekehrt (s. u.). 

Sind A(x), u(x) zwei Funktionen, denen die tuBeren Mabe L(A), 
M(A) entsprechen, und sind L, M von gleicher Ordnung, so nennen wir 
die Dimensionen [A], [#] gleich: jede Menge von der Dimension [4] ist 
gleichzeitig von der Dimension [wu] und umgekehrt. Ist M von héherer 
Ordnung als L, so nennen wir auch [uw] die héhere, [A] die niedere Di- 
mension; eine Menge von bestimmter Dimension hat fiir jede héhere Di- 
mension das Mab 0, fiir jede niedere das MaB oo, Natiirlich brauchen 
zwei Dimensionen nicht in diesem Sinne vergleichbar zu sein. 

Offenbar hangt L(A) nur von dem Verhalten von 4(x) in einer be- 
liebig kleinen Nachbarschaft der Stelle « = 0 ab, d. h. die Dimension er- 
scheint hier als Abstufungsmerkmal wie die ,Ordnung* des Nullwerdens 
einer Funktion und verwandte Begriffe. Ist A(x) < w(x) fiir hinreichend 
kleines z, so ist L(A) < M(A) fiir jede Menge A; ist » — cd (c>0), 80 


ist M=cL. Liegt - zwischen zwei positiven Schranken, so sind die 
Dimensionen [4], [u]. gleich. Ist = —+ V fiir «—+ 0, so ist M< eZ fir 


edes positive «, M verschwindet bei endlichem LZ, und [p] ist die héhere, 
[4] die niedere Dimension. Speziell ist (q) die héhere, (p) die niedere Di- 
1 


mension, wenn g > p. Einer Funktion wie ¢ *, die starker Null wird als 
jedes 2’, entspricht eine unendlich groBe Dimension, die von keiner euklidi- 
schen Punktmenge erreicht wird, wihrend unendlich kleine Dimensionen 
sich im folgenden als realisierbar erweisen werden. Die Funktionen der 
bekannten logarithmischen Skala 
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1 Pa 1 \ Ps 1 P, 
y = Po . . 
meme sn Asp.” 
* 4, x we 


worn das erste nichtverschwindende p, positiv sein soll, sind fiir hin- 
reichend kleines « mitsamt ihren Ableitungen positiv, unseren Voraus- 
setzungen entsprechend; sie definieren Dimensionen, die auch mit 


P = (Po, Pry ** “> Pr) 

bezeichnet werden mégen*) und lexikographische Anordnung zeigen, d. bh. 
¢ ist héher als P, wenn die erste nichtverschwindende Differenz g, — p, 
positiv ist. Wir scheiden sie in zwei Klassen: 

Dimensionen niedriger als (1): = 2 > 0. 
Hier ist 2'(2) —> ~, 2” (x) negativ fiir kleine z, die Funktion 4(x) honvexr 
(nach oben). Fiir die Exponenten gilt 

entweder p, = 0 und das erste nichtverschwindende p, > 0, 

oder O< p, <1, 

oder p, = 1 und das niichste nichtverschwindende p, < 0. 
2 (x) 


Dimensionen hiher als (1); —> 0. 


Hier ist 4'(%) -+ 0, A” (x) positiv, 2(x) konkav; 
entweder p, = 1 und das nachste nichtverschwindende p, > 0, 
oder p, > 1. ; 
Den Ubergang bildet die Dimension (1) mit a(x) = z. 
%. Um lineare Mengen vorgeschriebener Dimension [4(x)| zu bilden, 


wollen wir nach diesem Fingerzeig 4(x) als konvex voraussetzen. Unsere 
Annahmen fiir die stetige Funktion 4(7) der positiven Yariablen z sind also: 


(a A(x) > 0. 

(B) A(a,)< d(a,) fir 24,< x. 
A(a,) 2, 1 

(7) A(aq,) &@ 1:>0 flr 4,< &< 2%. 
A(z.) & I 

(0) A(z) > 0 fir «4-0 

(é) A(x) —> oo fir 2+ ow. 


*) Eine Menge dieser Dimension ist, im Sinne des Verhaltens bei ahnlicher Ver- 
gréBerung, von der Dimension p,; der jetzige Dimensicnsbegriff unterscheidet feiner 
als der friihere. 
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Wesentlich sind nur die vier ersten Bedingungen fiir eine Nachbarschaft 
der Stelle 0; der Einfachheit wegen denken wir uns aber i(2) so 
fortgesetzt, daB sie fiir alle positiven 2 erfiillt sind und auch (e) gilt. 
Nach (y) ist die Kurve y= A(x) nach oben konvex, der Kurven- 
punkt 2 liegt tiber der Sehne 13 und es folgt fiir die Differenzenquotienten 
12> 13> 23, 


; (a) — 4 
wenn ik a “26: 


a — 2; 
gesetzt wird. Ist also auch 4, << %,< 25, so ist zugleich 
14> 13 > 43, 
also 14 > 23, 12 > 43. 
In der ersten dieser Relationen nehme man 2, = 7, —2,+ 2, zu 2, in 
bezug auf die Mitte von z,, x, symmetrisch; es kommt 


(f) A(&, — %y + 25) > A(x.) — A(ay) + A(z) (%, <2, < 4). 


In der zweiten Relation nehme man, mit « > 1, 2, = ax, und 2, 
an; es kommt 


- ass 


(y) wA(%,) — ad(a,) > A(aay)—A(ax,) (4,<ay, «>1). 
Die Funktion «4(x) — 4(@x) nimmt also mit z zu und ist gréBer als ihr 
Grenzwert 0 fiir z — 0, also 


(#) ‘  @a(z) > A(aex) (a> 1). 


Setzt man in (£) 7, = 2, + A, so ist 
A(z, +h) — A(a,) > A(ayt+h)—A(a) (4, <a, h>0), 
die Funktion A(z +h) — 4(x) nimmt mit wachsendem z ab und ist kleiner 
als ihr Grenzwert i(h) fiir x —> 0, also 
(t) M(H, + Ly) << A(2,) + A(a,). 
Nach dieser Vorbetrachtung wollen wir zeigen, dab es lineare abge- 


schlossene Mengen A von der Dimension [A(x)], d. h. mit endlichem posi- 
tiven MaB L(A) gibt; L(A) ist = lim L,(A) und L(A) die untere 


o->0 
Grenze von >i(«,), wenn man A in Intervalle von Liingen «, < 9 ein- 


schlieBt. 


10. Wir nehmen eine Folge positiver Zablen &,, &,, &, --- mit 
(1) & > 26, &, > 2&,--> 


an. Aus dem abgeschlossenen Intervall [0, & | der z-Achse tilgen wir das 


mittlere offene, zweckméBig mit 6(;) zu bezeichnende Intervall von der 
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Lange & — 2£,; aus den verbleibenden beiden abgeschlossenen Intervallen 
von der Liinge &, tilgen wir je das mittlere offene Intervall von der Linge 
—, — 2& und nennen diese getilgten Intervalle links 6(<), rechts B(+); 


aus den verbleibenden vier abgeschlossenen Intervallen von der Linge &, 
tilgen wir je das mittlere offene Intervall von der Linge & — 2& und 


nennen diese getilgten Intervalle von links nach rechts ( x) B(;) - 
6(=), Bl <)3 usw. 











So wird jeder dyadisch rationalen Zahl y zwischen O und 1 ein offenes 
Intervall (y) zugeordnet, und nach Tilgung der offenen Menge B= >£(y) 
aus dem Grundintervall [0, &] verbleibt eine perfekte, nirgendsdichte 
Menge A, die sich fiir » = 0, 1, 2,--- in 2" Intervalle von der Lange &, 
einschlieBen 14Bt und deren MaB L(A), wegen §,—+0, daher héchstens 
gleich lim inf. 2"A4(&,) ist. Wir wihlen die —, nun der Bedingung 


ay 2°4(€.) = 1 
entsprechend, wodurch L < 1 wird; diese Wahl ist zulissig, da A(z) jeden 
positiven Wert eimmal und nur einmal annimmt*) und wegen (#) 
A(E,_1) = 24(&,) > 2(2%,), also & _, > 2&, ist 
Nun ist andererseits LZ >1 zu beweisen. Unsere Konstruktion be- 


k . 
=) die aut- 


stand darin, daB zwischen zwei Intervallen ee *) und B( = 
einanderfolgenden dyadischen Zahlen mit dem Nenner 2" entsprechen, ein 
Intervall von der Lange &, frei blieb; nennt man also u(y) den linken, 
v(y) den rechten Endpunkt von f(y) (beide Punkte waren dem offenen 


Intervall nicht zuzurechnen), so ist 


(3) ale uots Ve 


* 


Wir erinnern daran, da6 diese Kigenschaft nur zur Vereinfachung dient und 
an sich unwesentlich ist; L hiingt natiirlich nur von dem schlieBlichen Verhalten der 
E, fir n+ ab. Z. B. zerfaillt A in zwei kongruente Hiilften d,, A, links und 


rechts von 6() und es ist L(A) = L(A,)-+ L(A,)=2L(A,), also von § unab- 


hangig, ebenso von beliebig vielen Anfangsgliedern der Folge &,, &,, 
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und dies gilt zuniichst fir » >1 und k = 2, 3, --., 2" — 1, aber auch fiir 
k=1, k= 2" und n= 1, n= 0, wenn man ergiinzungsweise 


v(0)=0, wu(1) = &, 
setzt. Die Formel (3), die wir vereinfacht 


(4) u(y.) — v(y,)=& 


M 


schreiben, kann zur rekursiven Bestimmung dieser Intervall-Endpunkte 


2 “= . 
dienen, denn eine dyadische Zabl y = _ o die in reduzierter Gestalt 


den Nenner 2”*' hat, ist arithmetisches Mittel ihrer ,.Nachbarzahlen“, d. h 


. . : - k—1 k , 
zweier aufeinanderfolgender Zahlen y, = @ 2 Mae mit Nennern 2" 


und man hat nach (3) 


5) u(y.) — v(y) = u(y) — v(y,) = &,,,. 

Wir behaupten nun, daB das zwischen zwei Intervallen A(y), 8(q) fiir 
y <9 freibleibende Stiick 

(6) «a = u(y) — v(y) die Ungleichung 
(7) Aja) >y-—Yy 


erfillt, die wir sogar in etwas erweitertem “~fange fir O< y¥< <1 


nachweisen wollen. Da sie in den niedrigsten Fallen (z. B. y = 0, 7 = 1, 
«a = §,, 4(@) = 1) unmittelbar verifiziert werden kann, so beweisen wir sie 
durch Rekursion fiir dyadische Zahlen mit Nennern < 2**', wenn sie fiir 
soleche mit Nennern < 2" bereits feststeht. Es ist zu unterscheiden, ob 
nur y oder » oder beide den reduzierten Nenner 2"*+' haben. 

A) y habe den reduzierten Nenner 2"*', 4 den Nenner < 2". Sind 


¥,5 Y¥_ die wie oben bestimmten Nachbarzahlen von y, also y, < y, < 9, so ist 


u(y.) — v(y,) = 
u(y.) — vty) = 


"? 


Patil? 


re ore er 


v(y) = (y;) T S, 


SS a — g.. + & Su+1? 
wobei a* = u(y) — v(y,) = u(y.) — v(y,) = §,. 


(Man beachte, dab, fiir y < 7, ty) links von A(y) liegt). Auf Grund von 
(£) in Nr. 9 ist daher 


A(a) > A(a*) — A(E,) + 4(8,43) 
ind, weil fir «* die Ungleichung (7) bereits feststeht, 


‘ ss a oe 
4@2(n-¥)-wt+anmt—Y- 


a” | ote 
2 2 











ir 


n 
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B) 7 habe.den reduzierten Nenner 2**+', y den Nenner < 2". Sind 
Ni, %_ die Nachbarzahlen von 7, also y < 7, < 7, 80 ist 


u(n,) — 0(,) = &,, 


u(y) — v(m) = b,41) 


Sn+1 
u(%) . (js) a 5. Sa+i) 
« ma —§ +641, 
wobei a® = u(r.) — v(y) = u(y) — v(y,) = &,. 
Also wieder A(a) > A(a*) — A(§,) + A(E,,,) 


~ 1 1 
= (Ma — ¥) — ga Feri 1 -Y- 
©) y und » haben den reduzierten Nenner 2"*+'. Sind y,, y, und 


1» % die Nachbarzahlen, also y, << y, < 4, < 4, so wird wie oben 


v(y) = v(y,) + &, — S40» 


u(y) = u(%2) — §,+ €,41, 
Lal ) Qt 
a= a* — 25+ 26... 
wobei a*® = u(y.) — v(y,) 
ls Nn 


> u(my) — 0(4,) + UH) — 01%) 


9s 
“Sa° 


Nach den Ungleichungen (§), (7) (fiir « = 2) der vorigen Nr. wird also 


A(a) > a(a*) — 4(26,) + A(2E,,5) 
> A(a*) —s 24(,) + 24(8,.41) 
aes el 
= (%2 — 91) — on 1 gx "2 } 


Damit ist der Beweis der Ungleichung (7) erbracht. 
SchlieBen wir nun A in zuniichst offene Intervalle «, <9 ein mit 


>i(«,) < L, T é. 


Ohne die Summe links zu vergréBern, kann man sich mit einer endlichen 
Anzahl der « begniigen (Borelscher Satz), kann diese durch abgeschlossene 
Intervalle, die Teile des Grundintervalls [0, &| sind, ersetzen, kann zwei 
iibereinandergreifende oder zusammenstoBende « nach Nr. 9, (+) durch 
ein einziges ersetzen und kanr endlich ein a, das in ein A(y) tibergreift, 
(ohne £(y) ganz in seinem Innern zu enthalten), um das iibergreifende 
Stiick verkiirzen. So bleiben schlieBlich » + 1 Intervalle «a, a, ---, a,, 
die zusammen mit gewissen Intervallen £,, 6,,---, 6, aus der Reihe der 
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A(y) das Grundintervall eimfach bedecken. Wenn diese letztere den dyadi- 
schen Zahlen y,, y,,---, y, entsprechen, so ist nach (7) 

1() <= 1; 

A(e,) =—¥— M1) 


A(@, = 9, — Yaa» 


A(a,.) => 1-—~y,, 
also L,+e> ’4(a) > 1, 
folglich Lealeltel,, aso L,=L—1. 


Die Menge A ist also von der Dimension |i(x)}. 

Beispiele: Um eine Menge von der Dimension (p) (O<p<1) zu 
erhalten, haben wir zu setzen 1(%) = 2’, welche Funktion fiir alle posi- 
tiven z unseren Anforderungen geniigt, sodann nach (2) 


2"& = 1, 
1 
. ee 1\r 1 
g—§ mit §=(5)"< >. 
. ie — ey . 
Um z. B. die Dimension , zu erhalten, hat man § = , ™ wihlen, d. b. 


jeweils die mittlere Hialfte der verbleibenden Intervalle zu tilgen. Bei ge- 


f 1 . , , » ‘ 
gebenem & (0 <§&< ,) bestimmt sich die Dimension zu 


z. B. hat die klassische Cantorsche Menge, bei der jeweils das mittlere 
Drittel der Intervalle getilgt wird (§ = =) die Dimension p = log 2: log 5 
= 0,63093. 
Um eine Menge von der ,unendlich kleinen* Dimension (0, p) der 
logarithmischen Skala zu bilden (p > 0), ist 
; 1\p 
hia) =1: {log =] 
wa setzen, welche Funktion allerdings erst fiir hinreichend kleime x konvex 
ist, sodann von einem gewissen » ab 


y 


(log : \" = 2", 


sme mit 7,—2">1: 


die Forderung (1) §& ,:& >2, y*—7"-'>log2 


wird auch erst von einem gewissen » ab erfillt. 
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Ersetzt man (2) durch 2*A(§,) = L, 


so wird L(A)=— L. Bringt man in die von A freigelassenen Intervalle 
f(y) wieder soleche Mengen wie A, von derselben Dimension [4(2)] und 
mit konvergenter Summe ihrer L-MaBe, verfahrt mit den danach frei- 
bleibenden Intervallen ebenso und setzt dies, mit endlicher Summe aller 
L-MaBe, unbegrenft fort, so erhilt man eine Menge, die in jedem Inter- 
vall von der Dimension [A(x)| ist. 

Dagegen ist es nicht méglich, etwa eine Menge A zu bilden, deren 
Durchschnitt A¢ mit dem Intervall O<2<a eine mit a monoton 
wachsende Dimension |2,(7)| hatte, in dem S. 166 erklirten Sinne, dab 
lim “*”? 
xr>0 “a 
L,( As") = 0 und, da das L-MaB aufsteigender Mengen nach dem ihrer 
Summe konvergiert (Carathéodory, Satz 13), auch L,(A’)=0, also A’ 
nicht von der Dimension [A,(x)]. Wenn also die Dimension [4,(x)] tiber- 
haupt vorhanden und mit a verinderlich ist, so kommen in jedem noch 
so kleinen Intervall unvergleichbare Dimensionen vor. 


=) fiir 6 >a. Denn konvergiert a, wachsend nach b, so wiire 


11. Definieren wir, zu der speziellen perfekten Menge A von Nr. 10 
gurtickkehrend, in der Menge B= > 8(y) die streckenweise konstante 
Funktion g(x) durch 

g(x)=y, wenn & in B(y) liegt. 
Sind « und § > zwei Stellen in B, so gehdren sie entweder demselben 
B(y) an und es ist m(E) — m(a) = 90, oder sie gehéren zu verschiedenen 
Intervallen B(y), 8(y) mit y< y und es ist dann 

——x> u(y) — o(y) = «, 
also nach (7) A(E — 4) > n — y = 9 (E) — (2), 
unter allen Umstiinden also 
0O< p(§)— p(s) << A(E—27) fir r<. 

Diese Funktion ist also in B gleichmaBig stetig und kann daher zu einer 
im Grundintervall |0, & |, in dem B dicht ist, stetigen Funktion (zx) er- 
_ weitert werden, fiir die allgemein 


(8) 0 < o(&) — p(x) SA(E— 2) fir ci 


gilt; sie ist monoton, nimmt mit wachsendem z nicht ab, lauft von 0 bis 
1 und nimmt jeden ihrer Werte an mindestens einer Stelle von A an. 
Vermige der Abbildung y = p(z) 


wird das Intervall 0<y< 1 eindeutiges (nicht umkehrbar eindeutiges) 
Bild des Intervalls 0 << #<£&,, und einem Intervall a der z-Achse ent- 
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spricht nach (8) ein Intervall y < 4(a) der y-Achse. Diese Abbildung 
laBt den letzten Teil des Beweises in voriger Nr. noch etwas. deutlicher 
hervortreten: schlieBt man A in Intervalle «, mit 


> il«,) <L+é 


ein, die wir dem Grundintervall angehérig annehmen, go miissen die ent- 
sprechenden Intervalle y, das ganze Intervall 0< y< 1 bedecken, denn 
jedem y (OS y<1) entspricht mindestens eine Stelle von A, deren 
Bild sie ist, und wenn < in a, liegt, liegt y in y,. Demnach ist > y,>1, 


in’ in 


um so mehr SA(a,) > 1 und weiter wie oben 

Die inverse Funktion z= w(y) 
ist an den dyadisch rationalen Stellen zwischen © und 1 unendlich viel- 
 deutig, sie bedeutet dort eben alle Werte von u(y) bis o(y) (beide mkl.), 
waihrend ¥(0)= 0 und (1) = &, ist. Sie labt sich beilaufig folgender- 
maBen explizite darstellen: ist y dyadisch irrational und 


y,* Ye 
gym 4 Bs... (y, = 0, 1) 


ihre dyadische Entwicklung, so ist 

= O(y) = E> + (Ye — Er + (Ys — Ya)be + - 
Dies gilt auch noch fir y= 0, y= 1; ist dagegen y dyadisch rational 
und 0 < y< 1, so gestattet y zwei dyadische Entwicklungen, die eine mit 
Einsen, die andere mit Nullen endigend: 


y= stot: (wu, —> 1) 


—_ + +. : (ov, >) 


we. 
t 


und diesen entsprechen gerade die Endpunkte des Intervalls 3(y) 
u(y) = U, Ey + (u— 0, )E, + (us — yb, + 
U(y) = 8 + (v, — %)&, + (0; — %)E + °° > 
Den Beweis dieser Behauptungen wollen wir unterdriicken; die Dar- 
stellung von u(y), v(y) laBt sich wieder rekursiv mittels (4), (5) veriti- 
zieren und daraus der Schlu8 auf w(y) ziehen. 


Die Funktion g(x) hat folgende einfache Bedeutung: ist A’ der 
Durchschnitt von A mit dem Intervall J’? (a<2<b), so ist 


(9) (x) “_ L( Aj), 


wie man zuniichst fir die Punkte von B= >£(y) und auf Grund der 
Monotonie beider Funktionen allgemein erkennt. Denn liegt x in B(y) 
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‘ k , 
mit y= 5, 80 zerfallt durch die £-Intervalle, die den dyadischen Zahlen 
mit dem Nenner 2" entsprechen, A in 2" kongruente Stiicke, jedes vom 


MaBe os und da links von A(y) k solche Stiicke liegen, ist 


. 
k 
L( AS) = gn = 9 = Y (2). 


12. Die Funktion (9) laBt sich unter allgemeineren Voraussetzungen 
betrachten.*) Das iiuBere Mab L mége fir einzelne Punkte verschwinden, 
und es gebe tiber jeder Menge eine maBgleiche Borelsche Menge; A liege 
im Intervall J¢ und habe positives (endliches) L(A)=— L. g(x) geht 
monoton von 0 bis L, wenn z von 0 bis a geht. Wegen der MeBbarkeit 
der Intervalle ist 


(10) 9 (€) — p(x) = L(A) (27 <&), 
insbesondere L — (2) = L( A>). 

g(x) ist stetig, denn nach einer schon erwahnten Eigenschaft der auBere: 
oneien L(A) —> L( As), L(AS) — L(A), 
wenn x wachsend resp. abnehmend nach £ konvergiert. 


Die Abbildung at = o(2) 


ordnet jeder Menge X des Intervalls [0, a] eindeutig eine Bildmenge A* 
des Intervalls [0, Z] zu. Sie ist im allgemeinen nicht eindeutig umkehr- 
bar, denn m(z) kann (héchstens abzihlbar viele) Konstanzintervalle haben; 
sind aber X, Y ohne gemeinsame Punkte, so haben X*, Y* héchstens 
abzaihlbar viele Punkte gemein. Mit einer Menge X* ist ihr Urbild nicht 
eindeutig bestimmt, wohl aber ihr gréftes Urbild X, d. h. die Menge 
aller Punkte z, deren Bilder in X* fallen (sie enthalt also von einem 
Konstanzintervall entweder keinen Punkt oder alle). Das Bild und das 
griéBte Urbild einer Borelschen Menge ist wieder eine solche. 
Fiir ein Intervall J ist nach (10) 


m(J*) = L(A), 


wenn m das Lebesguesche fiuBere Linearmaf bezeichnet. Fiir eine be- 
liebige Menge X gilt zunichst nur die Ungleichung 


*) f(X)=— L(AX) ist fiir die beztiglich Z meBbaren Mengen X eine absolut 
additive Mengenfunktion, g(x) die zugeordnete Punktfunktion. Vgl. die Schrift von 
J. Radon, Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunktionen 
(Wiener Akad. Ber. 122 (1918), S. 1295—1488), die fiir die Behandlung Carathéodory- 
scher MaBe noch mancherlei Stoff bietet. Statt der Abbildung z2* = p(x) (vgl. dazu 
Radon, 8. 1343) kénnte man auch die eineindeutige Abbildung 2* = x + p(x) heran- 
ziehen, auf die mich Herr Carathéodory brieflich aufmerksam machte. 




































F. Hausporrr 


176 


(11) m(X*) > L(AX), 
denn schlieBt man X* in (dem Intervall [0, 1] angehérige) Intervalle /J,* 
ions > m(J,*) < m(X*) + «, 


so schlieBen die gréBten Urbildintervalle J, die Menge X ein und es ist 
L(AX) < SL(AJ,) = Sm(J,*). 

Die Gleichung 
(12) m(X*) = L(AX) 
(deren linke Seite die obere Variation von @(z) in X oder das obere 
Stieltjes-Lebesguesche Integral {de ist) gilt aber gewiB in folgenden 
Fallen: _ 

«) wenn X eine Borelsche Menge ist. Denn ist Y deren Komplement 
in bezug auf ein Intervall J, so haben die Borelschen Mengen X*, Y* 
héchstens abzihlbar viele Punkte gemein und es ist 


m(J*) = m( X*) + m( Y*) 
> L(AX) + L(AY) => L( AJ) = m(J*), 
sodaB fiir X und Y in (11) das Gleichheitszeichen gilt. 


8) wenn X Teilmenge von A ist. Denn ist V eine Borelsche Menge 
tiber X mit L(V) — L(X), so liegt AV zwischen X und JV, also auch 
L(AV) = L(X), und man hat 


m( V*) > m(X*) > L(AX) = L(AV) = m(V*). 


y) Sie gilt fiir jedes X dann und nur dann, wenn A beziiglich L 
meBbar ist. Denn ist B das Komplement von A (inbezug auf das Grund- 
intervall [0, a]) und gilt (12) allgemein, so ist inshesondere 


(13) m(B*) = 0, 
und umgekehrt folgt hieraus fiir beliebiges X, wegen (f) 
m(X*) = m((AX)*) = L(AX). 


Aus (13) wieder folgt die Existenz einer Borelschen Menge V* iiber B* 
mit m(V*)=—0; ihr gréBtes Urbild V ist eine Borelsche Menge iiber B 
mit L(AV)=0O und deren Komplement U also eine Borelsche Menge 
unter A mit L(U) = L(A), A ist beziiglich ZL meBbar; riickwiarts fihrt 
dieser Schlu8 wieder zu (13) zuriick. 

Wenn A beziiglich L meBbar ist, schlieBt man leicht aus (12), dab 
AX dann und nur dann beziiglich LZ meBbar ist, wenn X* linear meb- 
bar ist. 





h 
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Wenn LZ gemiB Def. 2 aus A(x) entspringt, so ist auch die Funktion 
p(x) = L,( As) 
wegen einer nachherigen Anwendung bemerkenswert. Sie geht monoton 
von 0 bis L(A); wegen 
L(X+Y)SL(X)+ L,(Y¥) 
ist ~,(&) — %(#) < L,(A3) (27 <&) 
und offenbar fir § —2<o 
L,(A;) S ME —2), 

woraus die Stetigkeit von »,(x) folgt; die (von @ abhiingige) Abbildung 


2* = ,(x) ordnet jedem Intervall « <g ein Bildintervall «* < A(«) wu. 
Man schlieBt daraus beiliufig auf die Ungleichung 


m( X*)< L (xX) 


zwischen einer Menge und ihrem Bilde. 


13. Die Konstruktion ebener Mengen vorgeschriebener Dimension ist 
nicht ohne Schwierigkeit. Sei A eine Menge auf der z-Achse, B eine 
Menge auf der y-Achse, C = A =< B die ebene Menge der Punkte (z, y), 
wo « die Menge A und y die Menge B durchliiuft. Wir werden unter 
gewissen Kinschriinkungen beweisen, daB ( von der Dimension [4(f) u(?)| 
ist, wenn A von der Dimension [A(¢)| und B von der Dimension [u(é)] 
ist; die entsprechenden fiuBeren Mabe von A, B, C seien L, M, N. Beide 
Fanktionen A(/), w(¢) seien wie in Nr. 9 gewihlt, insbesondere konvex. 

A sei die spezielle perfekte Menge der Nr. 10, auf den durch 

274(€.) = L 


bestimmten Intervalliingen beruhend, wihrend wir iiber B nichts weiter 
voranszusetzen brauchen. Schlieben wir B in Intervalle 4, <0 ein mit 


aun) <M+e, 
wodurch C in die Mengen C, = A >< 4, eingeschlossen wird. Wiihlen wir, 
oe < & vorausgesetzt, zu jedem » den Index m derart, dab 
Sm —1 > / Sm 


und schlieBen A in 2” Intervalle von der Linge & ein; dadurch wird 


m 


C, in 2” Rechtecke mit den Seiten §, 4, oder in 2” Kreise mit den 


ro] = 


. s 2 ; > Q > gs < ; 
Durchmessern d,,, = V&,+ 7% eingeschlossen. Wegen &, < > &,,_, ist 


dan < V2n, < 20, 
- V5 


7 2 £3 t 
dian 7 Ve, + m-l ~ 9 Sm—1? 


Mathematische Annalen. LX XIX 12 
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also nach Nr. 9, (#) ‘ 

A(dyg) W(dy,) <P aE qs) V2 un). 
Daher folgt Ny o(C) S 22d nn) Hn») 


< >V102" “AACE _) w(m,) 


= V1I0L Su(y,) < V10L(M + 8), 
demnach N<YVI10LM. 


Um N nach unten abzuschitzen, nehmen wir A, B als abgeschlossene 
Mengen in den’ Intervallen [0, &|, |0, 4} an und schlieBen C in .Kreise 
K, von Durchmessern d,< 9 ein mit 


>A(d,) w(d,) < N, + ¢; 


zu jedem Kreis gehért ein umschriebenes Quadrat mit achsenparallelen 
Seiten und dessen Durchschnitt R, mit dem Grundrechteck (0 < #< &, 
O<y¥<%); R, ist ein Rechteck mit Seiten a,, 8, <d,. Nehmen wir 
nun die am Ende voriger Nr. erwahnten Funktionen 

p,(%) = L,(A>), v,(y) = M(B). 


Durch u=—@(z), v= ¥,(y) 


wird R, auf ein Rechteck der uv-Ebene abgebildet mit Seiten 


72 < A(a,), é,, s (B,), 


und diese Rechtecke miissen das ganze Kechteck 
OsusL,, OSv<cM, 


bedecken, da g(x) jeden Wert an mindestens einer Stelle von A, y,(y) 


jeden an einer Stelle von B annimmt. Also ist Sy,0,>L,M, und um 


n 


so mehr > i(d,) u(d,) > S4(a,) 0(B,) 
= a n%n = L, M,, 
also N,>L,M, und N> LM. 


Kombinieren wir die erhaltenen Ungleichungen, so sehen wir z. B, 
daB C gewiB von der Dimension [2m] wird, wenn A und B spezielle per- 
fekte Mengen von der Art in Nr. 10 sind, von den Dimensionen [A], {.|, 
die zu konvexen Funktionen gehéren; so kann man der Menge C z. B. 
jede Dimension der logarithmischen Skala geben, die niedriger als 2 ist. 
Macht man diese Dimension héher als 1 und erginzt die punkthafte 
Menge C (die keine zusammenhingende Teilmenge auBer ihren einzelnen 
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Punkten hat) durch Hinzufiigung von abzahlbar vielen Strecken, die also 
das N-MaB 0 haben, zu einer einfachen Kuyve*), so hat diese dasselbe 
N-MaB wie C: es gibt also ebene Jordansche Kurven, die von einer be- 
liebigen Dimension zwischen 1 und 2 sind. Bekanntlich gibt es auch 
solehe von der Dimension 2, und in ahnlicher Weise wie man in diesem 
Falle verfahrt oder wie fiir lineare Mengen am Schlusse von Nr. 10 an- 
gedeutet ist, kann man auch ebene Jordansche Kurven erzeugen, von 
denen jeder Teilbogen von derselben Dimension zwischen 1 und 2 ist. 

Mit drei konvexen Funktionen A, uw, » und drei speziellen perfekten 
Mengen A, B, C (von der Art in Nr. 10) kann man eine raumliche 
Menge A =< B><C von der Dimension [Auyv] bilden und entsprechende 
Schliisse daran kniipfen. 


Greifswald, Marz 1918 


*) Vgi. z. B. meine Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914), 8. 374. 
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Einleitung. 


Eine der einfachsten und bekanntesten Fragen, die mit dem Doppel- 
verbaltnis von vier Elementen eines binéren Gebietes verkniipft sind, der 
einzigen unabhiingigen (absoluten) Invariante der dreigliedrigen auto- 
morphen Gruppe von linearen Transformationen eines solchen Gebietes, 
ist die, alle Figuren von vier Elementen aufzusuchen, fiir die swei oder 
mehrere der sechs Werte, die das Doppelverhiilinis bei beliebiger Vertauschung 
(der Reihenfolge) der vier Elemente annimmt, einander gleich. werden. Im 
Folgenden soll die analoge Aufgabe fiir die von Grabmann*) entdeckte 
und vor allem von Herrn Study**) einer eingehenderen Wiirdigung unter- 
zogene liniengeometrische projektive Invariante, das Doppelverbiltnis von 
vier (Pltickerschen) geraden Linien im Raum, durchgefiihrt werden. 

Die (keineswegs trivialen) Ergebnisse, zu denen man gefiihrt wird 
(sieben Fille, deren einer aufs engste mit den primitiven zwiélften Ein- 
heitswurzeln verkniipft ist), lassen sich auch hier bei zweckmiBiger An- 
ordnung an der Hand einer ebenen Figur, die nur (vier) Kreise und (neun) 
gerade Linien enthilt, ebenso vollstindig tibersehen, wie die entsprechen- 
den Ergebnisse fiir das gewéhnliche Doppelverhiltnis, wenn man ais 
Trager des bindren Gebiets éinen Kreis und drei Punkte auf ihm in sym- 
metrischer Lage zum Mittelpunkte wiht. 


I, Analytischer Ansatz. 
1. Es seien P,P, und Q,Q, mit den homogenen Koordinaten P, , P,, 
and Q,,Q., (¢ = 1, 2,3, 4) die Endpunkte zweier Stabe k, und k, auf den 
geraden Linien p und g im Raum; und es bedeute: 


P,, Py. P,; Py, 

1 Ps, P.. Ps Po. 
{ ) j ) = Gas + Dee a ; 
Pq ie er ae wv Pi24s4 Piz se T VisPos 


G21 Yo2 Wes Uva 
die bekannte bilineare Invariante der Cayleyschen Koordinaten der ge- 
raden Linien p und gq, die also dem sechsfachen Volumen des Tetraeders 
proportional ist, das jene Stabe i, und k, zu gegeniiberliegenden Kanten 
hat. Alsdann sind die sechs Quotienten, die man aus den zu vier Geraden 
9;9:> 92, 9, gehérigen quadrilinearen Kollineationsinvarianten: 


(2) U = (99;) (929s), V = (992) (9391), W = (99s) (19s) 
*) H. GraBmanns Gesammelte Werke I, 1, 8. 272 und I, 2, 8. 508. 


**) E. Study, Betrachtungen tiber Doppelverhiiltnisse, Leipz. Ber. Bd. 48 (1896) 
S. 199 ff. 
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bilden kann: re. Ae 
sat D'=+ D, 

W Jrtwpas | 
(3) alles Di = 7 = p, 
l jr Aad 9 

D, = v’ DD, =F D, 


nach GraBmann nicht nur unabhingig von der Linge und Richtung der 
angenommenen Stabe, sondern auch invariant gegeniiber kollinearen (und 
dualistischen) Transformationen des Raumes. Sie sind zugleich die ein- 
fachsten liniengeometrischen (absoluten) Invarianten, wenn man mit Pliicker 
die gerade Linie als Raumelement ansieht. 

Von den sechs Quotienten D, den GraSmannschen Doppelverhiiltnissen 
der vier Geraden 9, 9,, 4,9, haben die letzten D; die reziproken Werte 
der ersten D, (i= 1, 2,3). AuBerdem bestehen die (aus einandér folgen- 
den) Relationen 
(4) D,-D,-D,;=1, D,-D,-Ds=1 
identisch, weitere Gleichungen jedoch nicht. 

Von den sechs gew6dhnlichen Doppelverhiiltnissen d, im biniren Ge 
biet haben ebenfalls drei die reziproken Werte der drei iibrigen. Aber 
hier bestehen zwei voneinander unabhingige Beziehungen: 


6 
" 
fiJa-1 ma Sa,=3. 
1 1 

Wahrend also im biniren Gebiet aus einem Doppelverhiiltnis von vier 
Elementen die Werte aller iibrigen errechnet werden kénnen, sind von 
den sechs GraBmannschen Doppelverhiltnissen zwei und nur zwei unab- 
hangig voneinander. 

2. Die Lage von vier Geraden im Raum ist, projektiven Transfo1 
mationen gegentiber durch die-Werte ihrer GraBmannschen Doppelverhilt- 
nisse volistandig charakterisiert, so lange diese alle endlich sind (d. h. keine 
zwei der Geraden einander schneiden) und die gemeinsame lineare Kon- 
gruenz nicht speziell ist*). Ist sie speziell, so hat man zu unterscheiden 
zwischen vier Geraden mit nur einer gemeinsamen Sekante und vier Ge- 
raden einer Regelschar zweiter Ordnung (mit oo' gemeinsamen Sekanten). 

Die Bedingung dafiir, dab eine Gerade g mit drei gegebenen Geraden 
91» Je Js emer speziellen linearen Kongruenz angehért, besteht, wie schon 
Cayley**) angegeben hat, darin, daB sie Tangente der Trigerfliche zweiten 


*) Vgl. Study, a. a. O. 8. 215. 
**) Cayley, Théoréme relatif a l'équilibre de quatre forces, Compt. Rend. 61 
1865), p. 8830. — Vgl. auch A. Voss, Math. Ann. Bd. 8 (1875), 8. 60, wo sich die 
Gleichung in Determinantenform findet. 
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Grades der durch g,,9,, 9, bestimmten Regelschar zweiter Ordnung ist, 
und findet ihren analytischen Ausdruck in der Gleichung: 


( VU+V0+VW=0 
oder in rationaler Form*): 
5’) U?+V2+ W?—2VW-—2WwU —2UV =0. 


Il. Beziehungen der GraBmannschen Doppelverhiltnisse von vier 
Geraden zu gewéhnlichen Doppelverhiltnissen im biniren Gebiet 
der von dreien unter ihnen bestimmten Regelschar zweiter Ordnung. 


3. Aus den Gleichungen (3) ergibt sich in Verbindung mit (4) 


1 


6) U:ViW=p 


:D,:1. 
Sind g,, Ja, J, drei fest gegebene Geraden, wihrend g eine verinderliche 
Gerade bedeutet, so folgt aus (6), daB auch bei Angabe zweier der sechs 
Werte der GraBmannschen Doppelverhilinisse von vier Geraden zu drei 
festen Geraden nicht, wie im biniren Gebiet, nur eine vierte Gerade exi- 
stiert, sondern sogleich deren oo*, die cine lineare Kongruenz (6) erfiillen. 
Da die mit der Regelschar zweiter Ordnung (9, g, 9,) verbundene 
Regelschar zweiter Ordnung [9, g, g,|, deren Gleichungen 


(7) U = 0, V =), W=0 


sind, in jeder Kongruenz (6) enthalten ist, so miissen die Leitgeraden 
aller dieser oo? Kongruenzen notwendig der Regelschar (g, g, g,) ange- 
héren. Auf Grund der Untersuchungen, die ich tiber die besondere Klasse 
algebraischer Linienkomplexe angestellt habe**), deren Gleichung auf die 


Form F(D,D,D, D,’D, Dy’) = € 


oder, was dasselbe besagt, /(U:V:W)=0, 


Vgl. Mohrmann, Tangentenquadrupel einer gewundenen Kurve 3. Ordnung, 
Jahresbericht d. Dtsch. Math.-Verein. 26 (1917), S. 210. 
**) Mohrmann, Uber eine besondere Klasse. von Linienkomplexen, Math. Zeitschrift, 
Bd. 2 (1918), Heft 1/2. — Ein Komplex n*" Grades mit der Gleichung f(U:V: W) = 0 
besteht aus co’ linearen Kongruenzen, deren Leitgeraden simtlich der Regelschar (g, g, 5) 
angehiren. Jede Erzeugende der verbundenen Regelschar [g, g, g,| ist »-facher 
Komplexstrahl. Der Komplex ist autopolar in bezug auf die Triigerfliche » jener 
Regelscharen. Sind U=0, V=0, W=0 die Gleichungen dreier Tangentialebenen 
von » in Punkten auf g,, g.,g, mit den Punktkoordinaten U: V: W: Z=0, 1, 1, 0; 
1,0, 1,0; 1, 1,0,0, so hat der Komplexkegel mit dem Schnittpunkt S jener Tan- 
gentialebene als Scheitel der Gleichung f(U:V: W)=—0, wiihrend der Tangenten- 
kegel an @ aus S die Gleichung V0 + YV+ YW =O hat. 
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wo f in U, V, W homogen ist, gebracht werden kann, ergibt sich daraus 
unmittelbar der folgende, fiir die weiteren Betrachtungen grundlegende 

Satz 1. Die Leitgeraden jeder linearen Kongruenz U:V:W= A: B:C, 
wo U=(99,) (929s), V = (Y9s) (9391), W = (99s) (Gigs) die linken Seiten 
der Komplexgleichungen dreier sueinander windschiefer gerader Linien g,, 92, 9s 
und A, B,C irgendwelche endlichen Zahlen sind, die nicht gleichzeitig ver- 
schwinden, gehiren der Regelschar (9,9. 9,) an. Der irreduzible Kegel- 
schnitt k, nach welchem die Trdgerfliche @ dieser Regelschar von einer Ebene 
allgemeiner Lage E geschnitten wird, hat die Gleichung: 

k= U*+V*+ W* —2VW —2WU — 2UV =0, 

wenn man U:V:W als homogene Punktkoordimaten deutet, die auf ein 
Koordinatendreieck bezogen sind, dessen Seiten U = 0, V=0, W=0 Tan- 
genten von k in den Schnitipunkten G,, G,,G, von E mit den Geraden 
Ix: Ja Js sind, und dessen Einheitspunkt in den Schnittpunkt der drei Eelc- 
transversalen nach diesen Beriihrungspunkten filli. Die Polare in bezug auf 
k fiir einen Punki der Ebene E mit den Koordinaten U:V:W = A: B:C 
trifft die beiden (in der Regelschar (g,g.9,) enthaltenen) Leityeraden h der 
linearen Kongruenz U:V:W=A:B:C. Die gewihnlichen (bindren) 
Doppelverhiiltnisse der Geraden h mit den festen Geruden g,, Go, 9; (in der 
Regelschar (9, 9. 93)) ergeben sich aus der Gleichung*): 
































, h U+V W i 
(9) (9929s ta) v ; 


Ill. Die sechs linearen Kongruenzen von geraden Linien, die mit 
drei festen Geraden GraBmannsche Doppelverhiltnisse gegehenen 
Wertes bilden. 


4. Das gewdhnliche Doppelverhiiltnis 


€ é. t é. 
(9) (@ é, @. € = Sal d, 
7 e ¢;) €, &) 


von vier Elementen -¢, C1, a, @ eines biniiren Gebietes nimmt bei allen 
méglichen 4! = 24 Vertauschungen (der Keihenfolge) der vier Elemente 
nur sechs (im allgemeinen) voneinander verschiedene Werte an. Man er- 
halt sie, indem man etwa ein Element ¢ festhilt, wihrend man die iibri- 
gen drei ¢,, ¢,¢, zyklisch und antizyklisch vertauscht. Wihlt man daher 
als Traiger des biniiren Gebietes einen Kreis und als Elemente ¢,, ¢,, ¢, 
drei symmetrisch zum Mittelpunkte gelegene feste Punkte G,, G., G,, so 
erkennt man unmittelbar, daB die sechs Punkte G, fiir welehe das Doppe! 


*) Vg. Study, a. a. O. 8. 201. — Ferner Voss, diese Ann., Bd. XIII, 5. 235 
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verhiltnis (GG,G,G,) eimem der sechs Werte (9) (e¢,¢,¢) (ik +1 

1, 2,3) gleich ist, zu den festen Punkten G,, G,, G, symmetrisch liegen. 
Sind daher zwei der sechs Werte einander gleich, so sind sofort drei 
Paare einander gleich. Es sind zwei Fille zu unterscheiden: die Punkte 
kémnen paarweise in die festen Punkte riicken (parabolische Lage) oder 
sie riicken paarweise in die symmetrisch zu den drei festen Punkten ge- 
legenen drei Punkte (harmonische Lage). Endlich bleiben bei allen zyk- 


lischen Vertauschungen der Punkte des Kreises die absoluten Punkte fest, 
wahrend sie bei antizyklischen Vertauschungen nur miteinander vertauscht 


- werden. Diese Punkte, die das Hessesche Paar*) zu den drei festen Punkten 


bilden, fiihren daher nur auf zwei verschiedene Werte der sechs Doppel- 
verhaltnisse (9) (Gquianharmonische Lage). Andere Fille sind im biniiren 
Gebiete nicht méglich. 


5. Etwas komplizierter, aber nicht wesentlich schwieriger, ist die 
Behandlung der analogen Frage fiir die sechs GraBmannschen Doppelverhilt- 
nisse von vier geraden Linien im Raum. Auch hier lassen sich die Unter- 
suchungen (auf Grund unseres 1. Satzes) fast ebenso anschaulich ge- 
stalten, wenn man wiederum metrische Begriffe zu Hilfe nimmt. Da in 
einem Grebilde, das eine dreigliedrige automorphe projektive Gruppe ge 
stattet, drei Elemente beliebig gewihlt werden diirfen, so werfen wir die drei 
festen Geraden g,, 9., 9; in drei Erzeugende einer rotatorischen Kegelschar 
(J,929s), die zur Achse der Trigerfliche m dieser Regelschar symmetrisch 
liegen. Sind G,, G,, G, die Schnittpunkte von g,,4,, 4, mit der Kehlkreis- 
ebene E des Hyperboloids m und wihlt man in dieser Ebene E das Ko- 
ordinatensystem U7: V: W so, dab die drei (ein gleichseitiges Dreieck bil- 
denden) Tangenten an g in G,, G,, G, die Seiten des Koordinatendreiecks 
sind, wiihrend sein Schwerpunkt der Einheitspunkt ist, so sind sehon alle 
Mittel fiir die anschauliche Anwendung unseres 1. Satzes bereit. Man er- 
kennt sofort (s. Fig. 5. 187) die Richtigkeit von folgendem 

Satz 2. Alle Geraden g, deren GraBmannsches Doppelverhiiltnis 
(10) 99:929s) = 2% : 9% (= D,) 

99s) Dis 
mit drei festen Geraden g, , go, g3 cinen der sechs Werte|\g9,9,9,\ (6 k--l=1,2,5 
hat, derer das Doppelverhiltnis bei beliebiger Vertauschung der vier Ge- 
raden filvig ist, bilden sechs lineare Kongruenzen, deren 2-6 Leitgeraden 
der Regelschar (9,g.g,) angehdren und in dieser mit 9,, Js, Js bei passen 


*) Das Hessesche Paar einer Gruppe von drei Elementen, deren zwei konjugiert- 
imaginir sind, wahrend das dritte reell ist, besteht immer aus einem Paar reelle: 
Elemente. 
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der Wahl der Beihenfolge je nur ein und dasselbe gewihnliche Doppelver- 
hiiltnis bilden 
U+V—Wtyk 


f h 
(8) (9:99) “7 2U 


Ist k (5') von 0 verschieden, so sind die sechs Kongruenzen nichtspeziell. 
Sie fallen immer und nur dann paarweise zusammen, wenn entweder 
eines der GraBmannschen Doppelverhiilinisse den Wert 1 annimmt (oder 
unbestimmt wird)*) oder wenn D,, D,, D,*die Werte —1, + oo, £9 
oder diejenigen Werte haben, die durch zyklische Vertauschung aus jenen her- 
vorgehen.**) Die sechs Kongruenzen fallen tripelweise zusammen, und sind, 
speziell, wenn die drei Werte D, oder (was dasselbe besagt) D; (i= 1, 2, 3) 
gleich « sind, wo = cine imaginire dritte Einheitswurzel bedeutet (Satz 7). 
Sie fallen siimtlich zusammen, ohne speziell zu werden, wenn zwei der 
Werte D, oder D; (und damit notwendig sémtliche GraBmannsche Doppel- 
verhiltnisse) 1 sind (Satz 8). Andere Arten des Zusammenfallens sind un- 
miglich. 


IV. Quadrupel von Geraden, deren GraBmannsche 
Doppelverhiltnisse weniger als sechs verschiedene Werte annehmen, 
von denen einer willkiirlich bleibt. Zu drei festen Geraden kova- 

riante Komplexe. 


6. Um die*Figuren von Geraden aufzufinden, deren GraBmannsche 
Doppelverhiiltnisse weniger als sechs verschiedene Werte haben, hat man 
die Gleichungen oder Gleichungssysteme: 


(11) D, = D,, D, = D,, D, = D, 


zu diskutieren oder diejenigen, die durch zyklische Vertauschung der In- 
dizes 1, 2, 3 aus ihnen hervorgehen 
Aus der ersten der Gleichungen (11) folgt: 


Vi W?=(Vi W\V— W)=0 


In der Abbildung unsres 1. Satzes erhailt man daraus die drei durch den 


Schwerpunkt gehenden Ecktransversalen ¢ des Koordinatendreiecks und 
die drei Parallelen p zu seinen Seiten durch die Ecken: 


*) In diesem Falle haben die drei (nicht-speziellen) Kongruenzén im ganzen nur 
drei Leitgeraden, die gegebenen Geraden nimlich. 

*) Auch hier fillt eine Leitgerade jeder der drei Kongruenzen mit einer der 
festen Geraden g; zusammen; die andere aber ist diejenige Erzeugende der Regel- 
schar (g, 9.9;), die mit g; g, und g, (¢—=-k-+/—1, 2, 3) harmonisch trennt 
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Aus der zweiten der Gleichungen (11) folgt: 


W?— UV =0. 


Die durch diese Gleichung (in der Abbildung unsres 1. Satzes) dargestellte 
Kurve 2. Ordnung geht durch den Einheitspunkt des Koordinatensystems 
hindurch und beriihrt zwei der Seiten des Koordinatendreiecks in ihren 
Schnittpunkten mit der dritten. Sie fiihrt also auf drei Kreise q, die 
durch je zwei Ecken und den Schwerpunkt des Dreiecks bestimmt sind 


Jeder dieser drei Kreise q enthalt auBerdem noch eine Ecke des von den 


geraden Linien p gebildeten Dreiecks, was fiir die weitere Untersuchung 
natiirlich von Wichtigkeit ist. 
Aus der letzten der Gleichungen (11) endlich ergibt sich: 
U = JV. 


Sie fiihrt also wieder auf die Geraden ¢ und ergibt somit nichts neues 


A. Die Doppelverhiltnisse haben fiinf verschiedene Werte. 
Drei lineare Komplexe. 


7. Die Geraden p, um mit diesen anzufangen, fiihren auf die Glei- 
chungen 
(12a D,=-1, D, 


ee 
woraus sich in Verbindung mit den Gleichungen (3) ergibt: 


12b Res Rent, pee, 


z : ce 3 ec? 


D, Se 


wo e eine willkiirliche Konstante bedeutet. Hier haben also die Doppel- 
verhiltnisse fiinf verschiedene Werte, von denen einer bestimmt (— 1) 
ist. Wir formulieren sogleich (auf Grund unsres 1. Satzes und) an der 
Hand unsrer Figur den 
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Satz 3. Alle Geraden g, die mit drei zueimander windschiefen festen 
Geraden g,, 92,9, GraBmannsche Doppelverhiilinisse bilden, von. denen zwei 
und nur zwei denselben Wert haben (der notwendig gleich — 1 ist) erfiillen 
drei lineare Komplexe. Diese verbinden die beiden linearen Kongruenzen 
der Treffgeraden von y, und g, sowie von g, und derjenigen Geraden, die 
mit g, g, und g, harmonisch trennt.*) 


B. Die Doppelverhaltnisse haben vier verschiedene Werte 
Drei quadratische Komplexe. 


8. Auf einen ganz anderen Fall fiihren die Kreise g. Man erhiilt 
namlich durch diese zunichst die Ausgangsgleichung zuriick: 


(13a) D, = Dy; 

sodann aber auch die notwendig gleichzeitig bestehende Gleichung: 
(13b) D, = D,’. 

In Verbindung mit den Gleichungen (3) ergibt sich daraus: 


(13e) D.—c, D=c, D=—*; D/i=+, Dy=*, Di=e 
Hier haben also die Doppelverhaltnisse nur vier voneinander verschiedene 
Werte, wobei im Gegensatz zum ersten (und auch zum nichsten) Fall 
keines der Doppelverhiiltnissé auf einen bestimmten Wert angewiesen ist. 
Man gewinnt so den 

Satz 4. Alle geraden Linien g, deren Grafmannsche Doppelverhdit- 
nisse mit drei festen Geraden g,,9., 4, vier und nur vier voneinander ver- 
schiedene Werte haben (von denen iceiner bestimmt ist) erfiillen drei wol 
definierte quadratische Komplexe. Fiir diese sind dic ~' yemeinsamen S 
kanten von 9,, 9s, G3, @. h. die Erzeugenden der mit (4, G.gs) verbundenen 
Regelschar (9, 9_9,\ Doppelstrahlen. Die singuldve Fliche dieser Kom- 
plexe besteht aus der Reyelschar der Doppelstrahlen {g, gy. 9,\ und je vier 





voneinander verschiedenen stationdren oder Fokal-Geraden**), die der Regel- 


*) Die Komplexe kinnen auch als durch ~«' Strahlennetze erzeugt betrachtet 


werden, deren Leitgeraden der Regelschar (g, g. g,) angehéren und in dieser eine 
involutorische Projektivitéit hervorrufen, deren Doppelelemente die beiden Erzeugenden 
von (GpG-2g,) sind, die mit g,, g., g, bei passend, aber fiir cin Paar fest gewiihlter 
Reihenfolge Doppelverhiiltnisse vom Werte +i (i = Y—1) bilden. 

**) Die Komplexe sind also die allgemeinen ihrer Art mit dem Symbol (der 
Weierstra8schen Elementarteilertheorie) [(111)111]. Jeder von ihnen enthilt vier 
voneinander verschiedene spezielle lineare Kongruenzen; ihre Leitgeraden stehen 
unserem Problem in ausgezeichneter Beziehung (s. Figur und Satz 7). 
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schar (9,92g,) angehiren und von denen swei mit zwei der gegebenen Ge- 
raden g, und g, susammenfallen. Fiigt man hineu, dap jeder dieser Kom- 
plexe 2. Grades auBerdem die Kongruenzen der Treffgeraden von g, und g, 
sowie von g, und g, und die Kongruenz der Treffgeraden des ‘Hesseschen 
Paares von 9, , Je; Gx *M (G,GJogs) enthalt, so ist er dadurch villig bestimmt. 


C. Die Doppelverhaltnisse haben drei verschiedene Werte. 
Drei lineare Komplexe. 
9%. Die geraden Linien ¢ unserer Abbildung (s. Fig.) fiihren auf die 
Gleichungen 
(14a D1, Di=1, 


aus denen in Verbindung mit den Gleichungen (3) weiter folgt: 


14) D,=¢,, D=*, Diy= +, Di=e, 
wo wieder ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die Doppelverhiiltnisse 
haben daher hier nur drei verschiedene Werte (von denen einer bestimmt 
(= 1) ist). Es herrscht vollkommene Analogie zum bindren Gebiet, wo ja 
immer das Gleichwerden zweier Doppelverhiltnisse das Gleichwerden 
zweier weiterer Paare nach sich zieht (Nr. 4). Auf Grund unsres ersten 
Satzes erhalten wir hieraus den folgenden Satz, bei dessen Formulierung 
wir jedoch etwas vorsichtiger zn Werke gehen miissen, als bei den vor- 
hergehenden Fiilien, aus Griinden, die wir sogleich sehen werden. Sicher 
haben wir den 

Satz 5. Es gibt eine aus drei linearen Komplexen bestehende Mannig- 
jaltigkeit von co® geraden Linien g, deren GraBmannsche Doppelverhiiltnisse 
mit drei festen (windschiefen) Geraden 9,, 92,9, drei und nur drei vonein- 
ander verschiedene Werte haben (von denen einer 1 ist). Jeder dieser drei 
Komplexe verbindet die Kongruenzen der Treffgeraden zweier der drei ge- 
gebenen Geraden mit der speziellen linearen Kongruenz der Tangenten der 
Trigerfliiche von (9,993) in Punkten der dritten.*) 


*) Diese Komplexe kénnen auch als erzeugt von o' linearen Kongruenzen 
betrachtet werden, deren Leitgeraden der Regelschar (9, g,9,) angehéren, und in 
dieser eine involutorische Projektivitdét hervorrufen, deren Doppelelemente eine der ge- 
gebenen Geraden g; und die 4. harmonische Erzeugende zu dieser und den beiden 
ibrigen Geraden g, und g, ist (i+ k+1—1, 2, 3). 
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V. Quadrupel von Geraden, deren GraBmannsche 
Doppelverhiltnisse weniger als sechs verschiedene Werte annehmen, 
von denen keiner willkiirlich bleibt. Zu drei festen Geraden kova- 

riante Kongruenzen. 


10. Im IV. Abschnitt haben wir alle Mannigfaltigkeiten von oo! 
Quadrupeln von geraden Linien aufgesucht, deren GraBmannsche Doppel- 
verhiltnisse weniger als sechs verschiedene Werte haben. Jede Mannig 
faltigkeit dieser Beschaffenheit von weniger als 15 Dimensionen mub 
daher notwendig ein Durchschnitt jener sein. Die Doppelverhiltnisse ihrer 
Quadrupel miissen simtlich bestimmten Werten gleich sein. Um nun 
diese Mannigfaltigkeiten aufzusuchen, wenden wir uns zuniichst unsrer 
Figur zu. Ein Blick auf diese lehrt, daB durch jeden reellen Schnittpunkt 
zweier der neun in Frage stehenden Kurven, niimlich der drei Geraden ¢, 
der drei Geraden p und der drei Kreise g, immer noch wenigstens zwei 
weitere dieser Kurven hindurchgehen. Diesen Punkten entsprechen daher 
notwendig lineare Kongruenzen, deren Gerade g mit den festen (Geraden 
9:5 99» 93 hSchstens zwei voneinander verschiedene Werte haben. 

Nicht so einfach, aber dafiir um so interessanter ist die Erledigung 
anserer Frage fiir die Faille, zu denen die imaginiren Schnittpunkte fahren 
Diese gehiren notwendig den Kreisen q an. In den noch zu behandelnden 
Féllen kimnen daher auf Grund von Satz 4 hichstens drei der sechs Grap- 
mannschen Doppelverhilinisse voneinander verschiedene Werte haben. 

Was nun zuniichst die absoluten Punkte der Ebene F betrifft, so ge- 
héren sie allen Kreisen gq gemeinsam an. Sie fiihren daher wieder auf 
einen Fall, in dem (héchstens) zwei verschiedene Werte der sechs Doppel- 
verhiltnisse vorhanden sein kénnen. Diese Falle wollen wir vorliiufig 
zuriickstellen. 


A. Die Doppelverhialtnisse haben drei verschiedene Werte. 
Sechs lineare Kongruenzen. 

11. Die einzige Méglichkeit, die auf drei verschiedene bestimmte 
Werte fiihren kann (von denen keiner willkiirlich bleibt), geben also die 
Schnittpunkte der Kreise g, mit den geraden Linien p, (i = 1, 2, 3) spe- 
ziell also des Kreises q, Ww?— UV=—0 


mit der Geraden p, U+V=0. 


Denn diese Punkte gehéren nur diesen beiden Kurven an. Fiir ihre Ko- 
ordinaten erhailt man: 


(15) 
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woraus sich fiir die GraBmannschen Doppelverhiltnisse die Werte ergeben: 
(16) D.=—1, D,= zi, D,=—zi, D,’=—-1, D,'=+i, D, —+35, 


(wo ¢ die imaginare Einheit bedeutet). Sie nehmen also tatsichlich drei 
und nur drei (wie es sein muB, bestimmte) Werte an. 

Es gibt also auBer den co* Geraden der linearen Komplexe des 
5. Satzes noch co* jenen Komplexen nicht angehirende Geraden, deren Grap- 
mannsche Doppelverhiltnisse mit den festen Geraden g,, 9,, 9, ebenfalls drei 
und nur drei verschiedene Werte haben. Sie erfiillen sechs lineare Kon- 
gruenzen, deren Leitgeraden ) wir noch zu.bestimmen haben, was auf 
ein beachtenswertes Resultat fiihrt. 

Die Geraden / entsprechen den Beriihrungspunkten der Tangenten 
an den Kreis / (5) aus den Punkten (15). Fir ihre Koordinaten findet 
man (durch Polarenbildung) 


(17) Uee+l1, Vel, W=(1+ te + 2, 
wo « eine der beiden imaginiren dritten Einheitswurzeln bed eutet 
, oe eo 
é= 7 + 9 V3. 


Dabei gehéren die doppelten Vorzeichen in den Formeln (17) zu den 
beiden Schnittpunkten einer Polare, wihrend die beiden Werte « die 
beiden Schnittpunktspaare mit den Polaren unterscheiden lassen. Um die 
gew6hnlichen Doppelverhiltnisse 


jh 
(9, I29s \ p, ) 
zu ermitteln, welche die gesuchten Leitgeraden / bestimmen, projizieren 
wir die aufgefundenen Punkte (17), sowie die Punkte G,, G, und G 
aus G, durch Strahlen des Biischels 
W+a(uU— V)=0. 


Man erhalt so zuniachst*): 


((7.9296{ 3) = (1,—1,0, (24 y3)) =", * 


18a) h.’” , 2 
’ ail 4 t g 
(919295 |) ai (1, _ l, V, (— 2+V3)) " on ae 
1 ‘Vi 
wo to *2F 2 V3 


gesetzt ist. Durch zyklische apne pat der Indizes ergibt sich weiter: 


i 
— g*? 
s? 


8b) | (929s t= 7 (93.92% h,’ »,) = 
| (g.9090{ 5») — ( (9.929. {;°-) — 


*) Was natiirlich auch die Anwendung der Forme! (8) ergibt. 
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( ja, f fh," 7 : : 
(186) (e299) (AMM) ee 


) “ =~ 
{hy jay 
| (M4 I29s | n.”) (91939 n.”) us 


wobei die unteren Indizes der h die Symmetrie der Lage der Paare von 
Leitgeradenpaaren in bezug auf die mit demselben Index bezeichnete Ge- 
rade g zum Ausdrack bringen sollen. ; 

Sind die drei festen Geraden simtlich reell, so sind, wie man sieht, 
die sechs Kongruenzen siimtlich imaginir: Kein Leitgeradenpaar ist kon- 
jugiert-imaginar. 


12. Allein unter den zwilf Werten der Doppelverhiltnisse, welche 
di¢ 6-2 Leitgeraden h mit den festen Geraden g,, gs, 9, bilden, befinden 
sich vier einem und demselben Paar von Leitgeradenpaaren zugeordnete 
(komplexe) Werte, deren absoluter Betrag I ist. Hat aber das Doppel- 
verhaltnis (a + ib, a — ib, r, 2), wo a,b,r reelle Zahlen sind, einen kom- 
plexen Wert, der durch einen Punkt des Einheitskreises in der Gaupischen 
komplexen Zahlenebene reprisentiert wird, so ist x reell.*) Sind daher zwei 
der drei gegebenen Geraden y,,9,,9, konjugiert-imaginiir, waihrend die 
dritte reell ist, so sind zwei der in Frage stehenden linearen Kongruenzen 
reell und zwar hyperbolisch, wiihrend die iibrigen vier imaginir bleiben. 
Der von uns gewahlte Ansatz bringt diese Tatsache iibrigens auch un 
mittelbar zum Ausdruck: In der ersten Gruppe der letzten Formeln (18a) 
sind die Parameter der Geraden h rein imagindr, wahrend von den Para- 
metern der gegebenen Geraden zwei entgegengesetzt gleich sind und einer 
den Wert 0 hat. Durch Multiplikation simtlicher Werte mit- der imagi- 
niren Einheit i ergibt sich daher: 


; ~~ . . J i 1 
(9, Ie Is * ) = (i,—1,0,—25 V3) <a 
¥ F 
d [Ms : ( 2 /3 = 
un (9, D2 Is the”) (i, —1,0,+27Y3)=—, ,, 


wo wieder ¢ eine imaginire dritte Kinheitswurzel bedeutet. 

Die vier Werte der zwiélf Doppelverhiltnisse (1%) mit dem absoluten 
Betrage 1 sind nun, wie leicht ersichtlich, gerade die vier primitiven 
ewilften Einheitswurzeln. Wirft man die Geraden g,, y, in die isotropen 
(absoluten) Erzeugenden einer rotatorischen Regelschar (zweiter Ordnung), 
so ergibt sich daraus sofort die geometrische Interpretation. Bezeichnet 
man naimlich mit G, H wieder die Schnittpunkte der Erzeugenden g, h 
der Regelschar mit der Kehlkreisebene FE ihrer Tragerfliche g, und weist 
man den Erzeugenden g, h bzw. den Punkten G, H als Parameter die 


*) Vgl. Mohrmann, a. a. 0. S. 185 
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trigonometrischen Tangenten der Winkel zu, welche die die Punkte G und 
H aus dem reellen Punkte G, projizierenden Geraden mit dér Tangente des 
Kehlkreises k in G, bilden, so ist: 


(9, 92 Is ln) = (— 4,4,0, igo’) = ., 
jh,” ° ” ‘ l 
und (a: 92 9s {5%) =(— 4, 1, 0, tag”) =", 5. 


Nun ist aber allgemein: 
(— i, 4,0, tgm) = cos2m + i sin2qg, 


woraus sich unmittelbar fiir die gesuchten Winkel q’, gm” die Gleichungen 


ergeben: 
’ x 5a 
9 = 
29 = / : 
| / 6 6’ 
(19) 
| 24 vo liz iz 
6° 6 


Beachtet man noch (s, Fig.), dab der Sehntangentenwinkel am Kreis 
halb so gro8 ist wie der zugehérige Zentriwinkel, so ist die Lage 
der gesuchten Leitgeraden h evident: Ihre Schnittpunkte mit dem Kehl- 
kreis & sind genau die den vier primitiven zwélften Einheitswurzeln ent- 
sprechenden Kreisteilungspunkte, den Schnittpunkt der reellen festen Ge- 
raden g, mit dem Kehlkreis als Ausgangspunkt (+ 1) gerechnet. Paare 
bilden dabei die Geraden h, fiir welche das Produkt der komplexen Doppel- 
verhaltnisse gleich — 1 ist. Zusammenfassend erhilt man den folgenden 

Satz 6. Auer der Mannigfaltigkeit von co* Geraden des 5. Satzes 
gibt es noch co* jener Mannigfaltigkeit nicht angehdrende Gerade g, deren 
GraBmannsche Doppelverhiiltnisse mit drei festen Geraden 4g, , G,, 9, ebenfalls 
drei und nur drei verschiedene Werte haben. Diese Werte sind: 

1,+i,-—i (ij = Y— 1). 

. 

Die Geraden g erfiillen sechs lineare Kongruenzen, deren zwilj Leitgeraden 
der Regelschar (g, 9. 9,) angehiren. Die Kongruenzen gruppieren sich gu 
drei Paaren derart, dag die vier Leitgeraden eines Paares mit den gege- 
benen Geraden 9,, 92,9, bei passend, aber fiir ein Paar fest gewihlter 
Reihenfolge gewohnliche Doppelverhéiltnisse bilden, die gleich den vier primi- 
tiven*) zwilften Einheitswurzeln sind. Die Paarung der Leitgeraden einer 
Kongruenz ist dadurch charakterisiert, dab das Produkt der ihnen zugeord- 
neten Doppelverhiilinisse —1 sein muB. Sind die Geraden g,,9,,9, reell, 
so sind séimtliche sechs Kongruenzen imaginiir. Sind hingegen swei der festen 
Geraden g, und g_ konjugiert-imaginér, wiihrend die dritte g, reell ist, so 


*) Die anderen zwilften Einheitswurzeln haben fiir unsere Frage keine Bedeutung. 
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sind zwei der sechs Kongruenzen reell und zwar hyperbolisch. Wirft man 
die beiden konjugiert-imagindren Geraden in die absoluten (isotropen) Ge- 
raden einer rotatorischen Regelschar, so ist die Lage der reellen Leitgeraden 
dieser Kongruengzen dadurch charakterisiert, daB ihre Schnittpunkte mit dem 
Kehlkreis der Triiger{liche jener Regelschar die Kreisteilungspunkte sind, die 
den vier primitiven zwilften Einheitswurzeln entsprechen, wobei als Null- 
punkt (2 +iy—-+1) der Schnittpunkt G, mit der reellen Geraden g, zu 
nehmen ist, und die Punkte eines Paares so cu wiihlen sind, daB sie mit 
dem Punkte G, auf einem Kreisbogen liegen, der kleiner als ein Halbkreis ist. 


B. Die Doppelverhiiltnisse haben zwei verschiedene Werte. 
Fiinf lineare Kongruenzen (zwei Fille). 

13. Nunmehr sind die Kongruenzen von Geraden zu bestimmen, deren 
GraBmannsche Doppelverhiiltnisse mit drei festen Geraden nur zwei ver- 
schiedene Werte annehmen 

Da sind, wie wir schon wissen, in der Abbildung unseres ersten Satzes 
zuvachst die absoluten Punkte der Ebene FE, die den Kreisen g 

| VW -—U?=0 
WU —V?=0 
| 


UV —w? 0 
gemeinsam angehéren. Sie liegen aber auch auf dem Fundamentalkreise 
(5). Ihnen entsprechen daher zwei spezielle lineare Kongrnenzen. F iir 


die Werte der Doppelverhiiltnisse findet man ohne weiteres 


(20) D,— D,=D,=«, Dj =D, =D, =, 


1 
wo € wieder eine der beiden imaginiren dritten Einheitswurzeln bedeutet. 
Hier herrscht also wieder vollkommene Analogie zu dem entsprechenden 
Falle im binidren Gebiet. 


14, Es Rommt aber fiir die GraBmannschen Doppelverhiiltnisse auch 
hier noch ein weiterer Fall hinzu. Er ist den (reellen) gemeinsamen 
Schnittpunkten der Geraden p und ¢ zugeordnet (die auch den Kreisen g 
angehéren). Fiir die Koordinaten dieses Schnittpunktsystems hat man: 


] 1—1 
(21 PSE 4 1—1 1 
—1 1 As 


Die Beritihrungspunkte der Tangenten aus diesen Punkten mit k sind, wie 
sich aus einer ganz einfachen elementargeometrischen Betrachtung ergibt, 
gerade die reellen Schnittpunkte der Kreise q mit k. (Ihnen entsprechen 
also parabolische lineare Kongruenzen in den quadratischen Komp!+xen 
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des vierten Satzes.) Man findet, indem man etwa die Schnittpunkte des 
Kreises 4, UV —W? <0 


vom liadius r mit dem Kreise k (5) vom Radius g aus G, projiziert, wegen 


1 . : .A9r 
cos2@ = . =,5 sn2gp=—2t 3 V15 
und mithin: sin 9 , 
_ sin?p _ 4 1475 
‘69 = 1+ cos 2 nee yd 
, h 4 r - . 1 = 
(22a) (9, % Is {> ) = (V3, — Y3, 0, t z V5) 
\ 3 
1 7 3+ V5 
=(1,-1,0, +5 V5)=—"",", 


woraus sich durch zyklische Vertauschung die weiteren Gleichungspaare 


, 
ergeben: e 


h 1tys5 
| (9 Ie Is la) 4, , 


hy ' —itys 
( 9, 92 Is = ) a 3 ¥ , 
‘ 2 © 


wo wiederum die Indizes der h die Symmetrie der Lage zu der mit dem 


(22b) 


gleichen Index versehenen Geraden g kennzeichnen. Die Paarung der Ge- 
raden h (unter den drei méglichen) ist dabei, drei reelle Geraden g, , 9, 9s 
vorausgesetzt, geometrisch dadurch charakterisiert, daB zwischen je zwei 
Elementen eines Paares immer zwei Elemente der iibrigen Paare liegen. 
Man hat also fiir die Paarung das Schema: 
‘shy, 9, hig, hy Jay Mg, hg, 9ss yy - °° 

Sind zwei der drei festen Geraden g,,9,,9, konjugiert-imaginaér, so hat 
das Schema natiirlich keinen Sinn mehr. In diesem Falle sind auch zwei 
der in Frage stehenden Kongruenzen imaginiir; eine jedoch, die dem reellen 
Element zugeordnete, ist reell und zwar elliptisch. Man findet namlich: 


; } 1 fz 
22¢) { 9 Is ir) = (1, —1,0, 2 5 V5) 


. , } “y 3 /§ 
{t, —— 0, I . V5) _ a. -, 


d.h. die dem reellen Element g, zugeordneten Geraden h, sind konjugiert- 
imagindr, was fiir die anderen, wie man aus den Gleichungspaaren (22b) 
leicht erkennt, natiirlich nicht der Fall ist. Zusammenfassend ergibt 
sich der 

Satz 7. Sollen die sechs GraBmannschen Doppelverhiltnisse zwei und 
nur zwei voneinander verschiedene Werte annehmen, so sind diese notwendig 
entweder gleich « und &*, wo « eine imagindre ‘dritte Einheitswurzel bedeutet, 
oder aber (21) gleich +1 und —1. Im ersten Falle erfiillen die eu drei 

13* 
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festen Gerade 9,, 92,9, gehbrigen Geraden g zwei spezielle lineare Kongru- 
enzen*), deren Leitgeraden von dem Hesseschen Paar 2u g,,9.,9, im der 
Regelschar (9, 9,93) gebildet werden, und deren Sirahlen Tangenten der 
Tragerfliche dieser Regelschar sind. Im zweiten Falle existieren drei nicht- 
spezielle lineare Kongruenzen von Geraden, deren Leitgeradenpaare mit den 
festen Geraden 4,, 42,9, bei passend, aber. fiir ein Paar fest gewdihlter 
Reihenfolge gewihnliche Doppelverhiilinisse vom Wert : a ~ bilden. Sind 


die drei Geraden reell, so sind die Kongruenzen hyperbolisch; sind zwei von 
thnen konjugiert-imagindr, wihrend die dritte reell ist, so ist nur eine Kon 
gruenz reell und zwar elliptisch. In jedem Falle kinnen die Leiigeraden- 
paare auch dadurch charakterisiert werden, dap sie die Achsen der speziellen 
limearen Kongruenzen sind, die je nur einem der drei quadratischen Kom- 
plexe des vierten Satzes angehiren. : 


C. Simtliche Doppelverhialtnisse sind einander gleich. 
Eine lineare Kongruenz. 

15. Die Frage endlich, ob und wann die sechs GraSmannschen 
Doppelverhiltnisse von vier geraden Linien im Raum nur einen Wert an- 
nehmen kénnen, ist rasch beantwortet. Unsere Figur gibt die Antwort 
éebenso unmittelbar wie die Gleichungen (3) in dem 

Satz 8. Alle Geraden g, die mit drei fesien cueinander windschiefen 
Geraden 9,, 92,9, GraBmannsche Doppelverhiltnisse bilden, die nur einen 
bestimmten Wert haben (der dann notwendig 1 ist), erfiillen eine nicht spe- 
zielle lineare Kongruenz, deren Leitgeraden von dem Hesseschen Paar der 
wegebenen Geraden in der durch diese bestimmten Regelschar zweiter Ord- 
nung gelildet werden. Sind die gegebenen Geraden reell, so ist die Kongruens 
elliptisch; sind zwei von ihnen konjugiert-imagindr, wihrend die dritte reell 
ist, so ist die Kongruenz hyperbolisch. 


16. Die Erzeugenden aller Hyperboloide des Biischels (A) mit der 

Gleichung (in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten z, y, 2): 
(A) = (a? + y*) — (0? + c*?) = 0 

bilden zwei miteinander verbundene rechts- und linksgewundene elliptische 
lineare Kongruenzen.**) Zu unserem 8. Satze ergibt sich daher !eicht das 

Korollar: Alle Geraden g eines Umdrehungs-Strahlennetzes (einer ro- 
tatorischen, elliptischen, linearen Kongruenz) bilden mit irgend drei sur 
Achse des Netzes symmetrisch gelegenen Strahlen des verbundenen Netzes 
GraBmannsche Doppelverhilinisse, deren stimtliche Werte 1 sind. 


*) Diese gehéren den drei quadratischen Komplexen des 4. Satzes gemeinsam an. 
**) Vgl. Klein, Vorlesungen iiber Nicht-Evklidische Geometrie II (1892), 8. 33. 
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17. Wir vermerken endlich noch, da fiir die Treffgeraden einer der 
drei festen Geraden 9,,9,, 9, eim GraBmannsches Doppelverhiltnis 0 wird, 
so daB fiir die oo* Treffgeraden zweier der Geraden g,, 9,9, 2wei, fiir die 
Erzeugenden der Regelschar |g, g, g,| sdmtliche Doppelverhiiltnisse wnbe- 
stimmt werden. Fiir die Erzeugenden der Regelschar (g, 9, 9,) hingegen, 
soweit diese sich nicht mit g,, 9,,9, in parabolischer, harmonigcher oder 
fiquianharmonischer Lage (Nr. 4) befinden, sind séimtliche Doppelverhiiltnisse 
endlich und voneinander verschieden. 


SchluB. 


18. Zum SchluB geben wir eine tabellarische Ubersicht tiber die még- 
lichen Wertsysteme der GraBmannschen Doppelverhiltnisse von vier Ge- 
raden, wenn diese weniger als sechs verschiedene endliche Werte haben. 
Dabei gibt A die Anzahl der Werte an, wibrend ¢ eine willkiirliche Kon- 
stante, i die imaginiare Einheit und « eine imaginire dritte Einheitswurzel 
bedeutet. Die letzte Kolonne enthilt eine Angabe iiber die den einzelnen 
Wertsystemen entsprechenden zu drei festen Geraden kovarianten Kom- 
plexe und Kongruenzen. Die beste Ubersicht tiber die Verteilung der 
Leitgeraden dieser Kongruenzen: (in der Regelschar (g, g, gs)) sowie der- 
jenigen, die die genannten Komplexe erzeugen, gibt unsere Figur (5S. 187), 
ausgenommen fiir den Fall (IV), der Teildurchschnitt von (I) und (Il), 
nicht aber Spezialfall von (III) ist, und dessentwegen wir auf unseren 


sechsten Satz verweisen miissen: 





A D, D D D, D; D; (k += l= m = 1, 2, 8) 
A I m A I m i = 
: 1 1 ee: 
I) 5 1 c - 1 —c ||3 lineare Komplexe p 
- e 
1 1 1 E ' ‘ 
Ih) 4 c ¢ - — c* 8 quadratische Komplexe q 
e- Cc c 
1 1 , » 
il 8 1 c 1 € 3 lineare Komplexe ¢ 
/ c ct P 
(IV) 3 —1 +a +¢ | —1 +4 +7¢ |\6 lineare Kongruenzen 
V) 2 é F é * e* e* ||2 spezielle 1. Kongruenzen 
(VI) 2 1 —1j|—-—1 1 —1 —1 ||3 lineare Kongruenzen 
(VID) 1 1 1 1 1 1 1 1 lineare Kongruenz. 


Karlsruhe i. B., d, 27. Februar 1918. 










































Die Symmetrieachsen des Nullraums und seines linearen 


Strahlenkomplexes. 
Von 


E. 


lu. Reve in Strabburg 


Ein geometrisches Gebilde, z. B. eine Kurve oder Fliche hat eine Ge- 
rade uw zur Symmetrieachse, wenn seine Punkte, Strahlen und Kbenen 
durch Spiegelung an « oder durch eine halbe Drehung um wu paarweise 
ineinander iibergehen. Es ist sich selbst zugeordnet in dem geschart in- 
volutorischen Raum, der die Gerade u und die unendlich ferne Gerade v 
der zu u normalen Ebenen zu Involutionsachsen hat. Die raumliche An- 
schauung des Gebildes wird uns durch jede seiner Symmetrieachsen er- 
leichtert. Beispielsweise hat ein Ellipsoid oder Hyperboloid seine drei 
Hauptachsen, die Schnittstrahlen seiner Symmentrieebenen, zu Symmetrie- 
achsen. 

Auch der Nullraum und sein linearer Strahlenkomplex [ haben Sym- 
metrieachsen, und zwar oo”, von denen aber bisher nur eine, seine Haupt- 
achse, erkannt zu sein scheint. Zu ihrem Nachweis gelangen wir mit 
Hilfe folgender Eigenschaften*) des Komplexes [. 

Der lineare Komplex [ besteht aus den co* Strahlen, die in einem 
Nullraum oder Nullsystem sich selbst zugeordnet sind. Die Korrelation v 
des Nullraums verwandelt jede Ebene « in einen auf « gelegenen ,,Null- 
punkt“ A und laBt alle Strahlen des Biischels erster Ordnung (A, a) in 
Ruhe. Der Komplex F der fiir v invarianten Strahlen sendet in jede Ebene a 
und ebenso durch jeden Punkt A die Strahlen eines Biischels 1. Ordnung. 
Durch die oo* Strahlenbiischel (A, «) von [ ist jeder Ebene a ihr Null- 
punkt A und jedem Punkte A seine Nullebene « zugeordnet; der Nullraum 
und sein linearer Komplex bestimmen sich also gegenseitig. Jeder Ge- 
rade g ist durch [ sowohl wie durch die Nullkorrelation » eine zu g 
windschiefe Gerade g, zugeordnet, sodaB alle mit g und g, inzidenten 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage II, 4. Aufl, 1907, 15. Vortrag. 
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Strahlen in f enthalten sind, und jeder mit g inzidente Strahl von [ auch 
g, schneidet. Ist y ein Komplexstrahl, so fallen g und g, zusammen. 

Als Durchmesser und Durchmesserebenen des Nullraums werden die 
Geraden und Ebenen bezeichnet, die durch » je einer unendlich fernen 
Gerade bzw. je einem unendlich fernen Nullpunkte zugeordnet sind. Sie 
gehen durch den Nullpunkt der unendlich fernen Ebene; die co* Durch- 
messer sind also zueinander und zu den Durchmesserebenen parallel. Jede 
Durchmesserebene enthilt einen Biischel paralleler Komplexstrahlen und 
einen unendlich fernen Strahl von f. Als die ,,Hauptachse* des Null- 
raums wird der Durechmesser h bezeichnet, der die Nullpunkte aller zu 
den Durchmessern ndrmalen Ebenen enthilt, also der unendlich fernen 
Gerade h, dieser Ebenen zugeordnet ist. Der Komplex [ enthiilt die oo* 
Strahlen, welche die Hauptachse  rechtwinklig schneiden; jeder zu h 
normale Strahl von f ist mit 4, und folglich auch mit h inzident. 

Drei windschiefe Strahlen u, v, w des Komplexes [ bestimmen eine 
sie enthaltende Regelschar zweiten Grades (wxw). Diese besteht aus co! 
Komplexstrahlen, weil ihre Leitstrahlen durch die Nullkorrelation v paar 
weise einander zugeordnet sind. In jedem geschart involutorischen Raum, 
der zwei Strahlen u,v von F zu Involutionsachsen hat, ist der lineare 
Komplex [ sich selbst zugeordnet. Denn je zwei durch wu, v harmonisch 
getrennte Strahlen w, w, liegen mit u und v in emer Regelschar zweiten 
Grades, und diese besteht, wenn w in [ enthalten ist, aus Komplexstrahlen; 
die Strahlen von f sind also, paarweise durch u,v harmonisch getrennt. 
Wenn nun w die Hauptachse / rechtwinklig schneidet, kann fiir v der un- 
endlich ferne Strahl der zu uw normalen Durchmesserebenen angenommen 
werden; folglich ist u eine Symmetrieachse von [. Kurz: 

Jede der o0* Geraden u, welche die Hauptachse h des Nullraums recht- 
winklig schneiden, ist eine Symmetrieachse des Nullraumes und seines linearen 
Komplezes [. 

Aus den Spiegelungen an zweien u, u, dieser Symmetrieachsen re 
sultiert 

1. eine Verschiebung des Nullraums um die Strecke 2d in der Rich- 
tung der Hauptachse h, wenn wu und uw, mit / in einer Ebene liegen und 
voneinander den Abstand d haben; 

2. eine Drehung um / durch den Winkel 2g, wenn wu und wu, sich 
in einem Punkte von h schneiden und den Winkel » einschlieBen; 

eine Schraubung um h, wenn uw und u, zueinander windschief sind. 
Der Nullraum und sein Komplex [f sind also auch invariant fir die 
Drehungen um / and die Verschiebungen in der Richtung von h, was 
bereits Mébius und Giorgini bemerkt haben. Auch die Hauptachse h ist 


demnach eine Symmetrieachse des Nullraums. 
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Durch eine halbe Drehung um eine der 00? Symmetrieachsen u gehen 
der Nullraum undf in sich selbst, ein Punkt A und seine Nullebene « 
aber in einen Punkt A, und dessen Nullebene a, iiber. Bei der Drehung 
um « bleiben der Abstand r des Punktes A von der Hauptachse h und 
der Neigungswinkel 9 von « gegen / konstant; der Ort von A, ist also 
ein Rotationszylinder vom Radius r, der h zur Rotationsachse hat. Die 
Nullebenen «, der Punkte des Zylinders aber bilden mit h den konstanten 
Winkel g. Ohne Schwierigkeit liBt sich hieraus der Satz von Mébius 
folgern, daB fiir jeden Punkt A, des Nullraums und seine Nullebene «, 
das Produkt r- tang g konstant ist. 


StraBburg, den 22. Marz 1918 
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W. Gross. Ganze Funktion mit willkiirlichen Konvergenzwerten 


Eine ganze Funktion, fir die jede komplexe Zahl 
Konvergenzwert ist. 


Von 


WitHeLtm Gross in Wien. 


1. Wir bezeichnen eine Zahl a als Konvergenzwert einer ganzen Funk- 
tion f(z), wenn es einen ins Unendliche gehenden Weg gibt,,so daB auf 
ihm lim f(¢)=«. So ist der Wert unendlich, da er von der Funktion 


—_ 
f(z) nicht angenommen wird, stets Konvergenzwert.*)**) e° besitzt Null 
und Unendlich und nur diese als Konvergenzwerte. Sire***) hat nun 
nachgewiesen, daB die Konvergenzwerte einer ganzen Funktion die Miich- 
tigkeit des Kontinuums besitzen kénnen und Iversen}) hat sodann mit 


Hilfe der Funktion / e~“dz ein einfacheres Beispiel einer derartigen Funk- 


tion hergestellt. Bei diesen Beispielen laiBt sich tiber die Natur der Menge 
der nachgewiesenen Konvergenzwerte nicht allzuviel aussagen, bzw. diese 
Menge ist eine perfekte nirgendsdichte Menge, die wohl das lineare Mab 
Null za besitzen scheint. 

Im folgenden wird das Beispiel einer ganzen Funktion gegeben, fiir 
die jeder komplexe Wert Konvergenzwert ist und es wird sich hierbei oben- 
drein ergeben, daB es topologisch verschiedene ins Unendliche fiihrende Wege 
von der Miéchtigkeit des Kontinuums gibt, auf denen die Funktion fiir 
z—» oo gegen ein und denselben beliebig gewihltcn Wert strebt. In Hin- 


*) F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions meromorphes. 
Diss. Helsingfors 1914, 8. 23. 

**) Wilh. GroB8, Uber die Singularitiiten analytischer Funktionen, Monatsh. f. 
Math. u. Physik 1918. 

“**) P. Sire, Sur la puissance de l'ensemble de points singuliers transcendants 
des fonctions inverses des fonctions entiéres. Bull. de la soc. math. de France, XLI, 
1918, S. 148. 

+) F. Iversen, Sur une fonction entiére, dont la fonction inverse présente un 
ensemble des singularités transcendantes de la puissance du continu. fversigt af 
Finska Vet. Soc. Férhandlingar LVIII. Afd. A. n° 3, 1915. 
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blick auf dieses Ergebnis sind die Siatze, die ich an anderer Stelle*) 
liber die Konvergenzwerte im endlichen meromorpher Funktionen aufge- 
stellt habe, zu beachten. 


2. Ich gehe von folgender Funktion aus: « 


if 2 
(1) Po(4) = FI J e-#*dz—e oo 
“ LV #e 4 
0 
Von den Kigenschaften dieser ganzen Funktion kommen fiir unsere Zwecke 
folgende in Betracht: 
KE. 1) go(z) besitzt fir z= 0 eine Nullstelle 


E. 2) Bezeichne ich z mit re”, so geht g,(z) in jedem Winkelraum 


™ n 1X "7 : = 
—7t+eSvstz—s (O<e<>) fiir z—+oo gleichmibig gegen 
4 n . —_ 3x . 5x f a — 
eins, wahrend es im Winkel ~ +s <ws-— —é, (0 <és< : ) fiir z—> oo 
=¥>; \ 


gleichmaBig gegen Null strebt. 
E. 3) »,(z) geht auf der reellen positiven Achse durch lauter reelle 
positive Werte monoton wachsend von Null nach eins. 


E. 4) Auf der negativen reellen Achse nimmt g,(z) lauter reelle 
, , ' 1 
(negative) Werte av, deren absoluter Betrag kleiner als — ist. Am leich- 


9 ” 
testen sieht man dies ein, wenn man bedenkt, daB : j e-*dz und 
Vx 
v0 


e~*— 1 monoton abnehmend von Null gegen — 1 gehen (und dab hierbet 


: { e-*dz e~* — 1) 
=, 


) 


3. Infolge der Eigenschaften E. 2,3 kénnen wir einen Winkelraum 





rP:sip—azls (1, >3) bestimmen, so daB in [ 
. - oo ~ - 
(2) | py (2) w<il. 
, we . ~ - _ 
In dem zentrisch-symmetrischen Winkelraum [’: |p| < gilt infolge EF. 2 
; of 
(3) 9, (2)| << M, 


wobei M eine endliche GréBe bedeutet. Infolge E. 2, 4 laBt sich eine 
Folge von ganzen Zahlen J, < 1, <1, <1, <--- bestimmen, so daB in dem 


rT: - & . rT . . 
Winkelraum [{):|\~| < — die Ungleichung gilt 


1 


(4) %,(2)| << M**' und 
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1 1 
4h-+1’ 


(5) YI < wokei (2) = R,e'*, 


wihrend in dem zentrisymmetrischen Winkelraum [): »—a| < = selbst- 
verstindlich die Ungleichung (2) gilt. ’ 

4. Wir bezeichnen jetzt in der zEbene den Winkelraum [? mit G,, 
den Winkelraum f° mit G,. Durch die Transformation £ = iz** entspricht 
dem Winkelraum [{), bzw. [ der ¢-Ebene in der z-Ebene sowohl in G, 
als auch in G, je ein Winkelraum; fiir diese Winkelriiume fihren wir 
entsprechend die Bezeichnung G,., Go,, Gi, G,, ein. In diesen Winkel- 


S goth 


riumen liegt bei der Transformation £ = iz je ein Bild von den 


Winkelriiumen F?, [° der £-Ebene; diese Bilder bezeichnen wir mit Gio, 
Goo» Goror Gorr» F100» F101» G10» Gan- Emtsprechend fahren wir fort. In 
dem Winkelraum G;,;,...;, liegt bei der Transformation § = iz**"*''*" 
je ein Bild des Winkels [*+" der §-Ebene, das wir mit G;,;,...;,9 bezeichnen, 
und des Winkels f+, das wir mit G;,;,...;,1 bemennen; bei dieser Trans- 
formation wird namlich G,;,...,, von dem Bilde der ¢-Ebene gerade ein- 
mal iiberdeckt, wobei den Randstrahlen die eine Hialfte der imaginiiren 
Achse entspricht.*) Bei diesem Schritte erhalten wir eine Schar @,,, 
von 2+? Winkelriumen, deren jeder mit A +2 Indizes bezeichnet ist; 
von diesen Winkelriumen sind je zwei in einem der 2“*! Winkelraume 
der Schar @, eingebettet, deren jeder h + 1 Indizes besitzt. 

Da die G, im endlichen abgeschlossen sind und die Beziehung besteht 

6, > 6, > G,>--, 

so ist der Durchschnitt dieser unendlich vielen Mengen eine (im End- 
lichen) perfekte, nirgendsdichte Menge von Halbstrahlen, die vom Ursprung 
ausgehen. Jeder dieser Halbstrahlen ist eindeutig durch eine Belegung 


der unendlichen Zahlenreihe 0, 1, 2, - - -, m,--- mit den Ziffern 0 und 1 
festgelegt S(igi,ty +++ i, °*), 
wobei durch die Indizes i,, i,,---, %, gesagt wird, daB dieser Strahl in 


dem Winkelraum G;,,;,;,...;, von G, liegt. 

SchlieBlich will ich noch erwihnen, daB bei einer Transformation 
z=Azg, bei der 4 eine positive Konstante +0 ist, das System der 
G,, G,, --- und das System der Halbstrahlen S der z-Ebene in das kon- 
gruente System der z-Ebene iibergeht. Jeder der Winkeiriume von @, 
und jeder der Strahlen S verschiebt sich nur in sich selbst. 


*\ Man sieht dies vielleicht am einfachsten, wenn man die Transformation 
sukzessive ausfiihrt 


- ah . 
» -2 » _ spf 
bg = 951 » °° “sR PO4-1 2» Fo FO 


. - ago 
o1 = 18) , 















































204 W. Gross 


+l 


5. Wir betrachten nun die Funktion ,(iz***"* ") im Gy i, ..- a: 
Ist 4,=—0, so entspricht diesem Winkelraum bei der Transformation 


ole + he 4 +h, ays " . , ‘ 
fam ight" *-! [™ in der €-Ebene; unsere Funktion bleibt daher dort 


absolut unter w; ist i, hingegen = 1, so entspricht ihm [) in der ¢-Ebene 
i 


und infolgedessen bleibt unsere Funktion absolut unter M*+'. Es be- 


zeichne 4, eine passend bestimmte positive Konstante, dann setze ich 


) *4 aati +i 
(6) P,\2) = |po(t4,2" ; , | +1 (hi = ] ~» eee) 


Von dieser ganzen Funktion kommen folgende Eigenschaften fiir uns in 
Betracht: 

E. 1*. o,(2) besitzt fir z= 0 eine Nullstelle. 

E. 2*. In einem Winkelraum von &, mit dem letzten Zeiger Null 
strebt p,(2) fiir z—» co gleichmaBig gegen Null und dabei gilt in diesem 
Winkelraum 


(7) g,(2) <u’t 


E. 3*. In einem Winkelraum von &, mit dem letzten Zeiger Eins 


strebt ,(z) fiir z—> ~ gleichmiiBig gegen Eins. Obendrein gilt in diesem 
Winkelraum 
(3) g,(2) < M; und 
9 bd ' , 5 > piips 
(9) ¥, + wobei @,(2) = R,e™ 

E.'4*. Fiir jz 2" gilt was sich infolge KE. 1*. durch passende 
Bestimmung von 4, erzielen lat 

i 

(10) g,(Z)|<. 


6. Bevor wir aus den @,(z) die gewiinschte Funktion herstellen, miissen 
wir noch eine Betrachtung einschalten. Es sei 
(11) Go, Hy My, °° *y Hay 
eine tiberall dichte, abzihlbare Zahlenmenge des Intervalls 0 << x7 <1, 


z. B. deren: rationale Zahlen. Ich nehme nun die Zahlenmengen hinzu 


(12) Wo, Cas is, ’ Ss 
(13) gi, Gt, Gi, » Oat, , 
(14) — gt, — @, 8, — Gt, -+-, — a8, 


und ordne diese vier Mengen in eme Reihe 


(15) Bo, By, Bs, A B., 
Ist A + Bi irgendeine endliche komplexe Zahl, so kann ich sie auf un 
endlich viel Arten als absolut konvergente Teilreihe der £ darstellen 
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ist z. B. A>O, B<0O, so finde ich unendlich viele Darstellungen (16), 
bei denen die auftretenden 6 nur den Reihen (11) und (14) entnommen 
sind und die daher absolut konvergent sind. Die derartigen verschiedenen 
Darstellungen fiir ein und dieselbe Zahl besitzen die Michtigkeit des 
Kontinuums.*) 

Ebenso kénnen wir aus den f, die Zahlen der Menge (11) entsprechen, 
unendlich viel verschiedene Reihen von der Michtigkeit des Kontinuums**) 
herstellen, die gegen + co gehen. 


Ich bilde jetzt die Funktion 


. 7 
(17) (2) = >’ 6. 9,(2), 
2 B®, 
0 
von der sich leicht zeigen laBt, daB sie eine ganze Funktion ist. Fir 
2 2" haben wir infolge B, < 1 


M(z2) < s' 


Infolge (10) gilt 0 
i 1 ame: 
ail< > vi) +» + wet V-aee re 


also ist (2) als gleichmiiBig konvergente Reihe analytischer Funktionen 
fir |< 2” selbst analytisch und, da » beliebig ist, eine ganze Funktion. 


Es ist genug, dies fiir eine reelle Zahl A > 0 zu beweisen. Ich withle £,’, pf,” 
Bz . 3A 

4 
schieden von denen mit £,”, wenn ich sorge, daf diese Zahlen an einer spiiteren 
Stelle nicht mehr auftreten; dazu brauche ich nur f,’, 8,” aus der Menge (11) zu 
streichen; anschlieBend an 8,’ wihle ich zwei Zahlen aus der geiinderten Menge (11 


aus (11), sodab — < B,’ < fp, << A; die Darstellungen mit (,’ sind ver- 


B,’, 8,°, so dab 4 ~— By _ OP < Aah) M4 <p, <A—B,'; entsprechend 


2 . 4 , 4 
bestimme ich aus der geiinderten Menge (11) zwei Zahlen #,”, B,’, so dab 
A _ f 3(A — B,” 3(A “ . of 
om < fh < ; Po : ‘ Bo <8 <4 B,.. Ich streiche dann 


B,’, 8’, B,”, 8,” ebenfalls aus der Menge (11) und bestimme dann aus der so ge- 

inderten Menge (11) in genau derselben Weise zu jeder der vier Zahlen #,' + 8,’, 

By’ + B,”, By’ + B,”, B+ B,” zwei Zablen B,. So gehen wir weiter. Es ist klar, 

daB jede der so gewonnenen Reihen 6, + 8, + 6, +--- absolut konvergent ist und 

A darstellt, da® je zwei dieser Réihen voneinander verschieden sind und daB diese 

Reihen infolge der fortwihrenden Gabelung die Michtigkeit des Kontinuums haben 
*) Der Beweis hierfiir liBt sich ihnlich gestalten wie vorher. 






























206 W. Gross 


~~, 


8. Es sei nun S: B, eine absolut konvergente Darstellung der be- 


liebigen Zahl A +iB. Ich teile dann die Funktion ®(z) in die Summe 
zweier ganzer Funktionen 


(18) O(z) = ®, (2) aa 9, (¢ ), wobei 
-_ ia 
(19) 0, (2) = >nB, gp; (Z); ©, (2) = Sap, gy, (2). 
n ay 7 —T a 
Die Indizes i, in der Summe fiir ®,(z) sind die gleichen wie in der ge- 
wihlten Darstellung von A +7, wiihrend die h, simtliche anderen In- 
dizes umfassen. Es sei dann j 


n 


1, wenn »# in der Reihe der 7., j}, = 0 
a’? Jn ? 
wenn » in der Reihe der h, auftritt. Ich betrachte ®(z) auf dem *trahle 
S(JoJs ee a * eee 
Nach E. 3*. konvergiert die Reihe, die %,(z) darstellt, auf diesem 
Strahle gleichmaiBig; wir haben niamlich 


|, (2) <> Bi,| ‘ Pi, (2) < M S* |B: 


ame 
und 8; konvergiert. Daraus folgt aber 
Pi, 
on 
lim (2) = A+B. 
1 
~ « 


Nach E. 2*. haben wir anderseits 
% . 7 
a 4 . 4 { a“ » = = , at 1 
®, | “) = >> Pig Pry 2) = < Pu,' “ | <4 m Ul . 
und da die letzte Reihe wegen u< 1 konvergiert, so konvergiert auch 


die Reihe fiir ®,(z) auf unserem Strahle gleichmaBig und wir haben 


, 


lim ®,(z) = 0 
Pf «x .. 
also auf dem bezeichneten Strable 


lim O(2) = 4+ iB, 


s= 2 


d.h. der beliebig gewdhlte komplexe Wert A + iB ist Konvergenzwert fiir 9(z). 
— 7 . . . . . } 
9.*) Es sei ferner Sn, eine eigentlich divergente Reihe, deren p 
me 
nur aus der Menge (11) genommen sind. Zerlege ich dann genau wie 
oben @(z) in die Summe zweier ganzer Funktionen, indem ich in (18) 
die Zeiger i, mit den Indizes, die in dieser divergenten Reihe auftreten, 


*) DaB wo Konvergenzwert fiir (2) ist, folgt schon daraus, dab (z) eine ganze 
Funktion ist, und es lift sich aus allgemeinen funktionentheoretischen Siteen ohne 
weiteres schlieBen, daf es fiir ®(z) unendlich viele topologisch verschiedene Wege 
gibt, auf denen (z) gegen ~ geht. Die vorstehenden Betrachtungen und entsprechend 
die Einschrinkungen (5) und (9) wurden nur gemacht, um nachzuweisen, daB die Menge 
dieser topologisch verschiedenen Wege die Miichtigkeit des Kontinuums hat 
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tibereinstimmen lasse, so haben wir auf dem entsprechend definierten 


Strahle S lim ,(z) = 0. Anderseits geht "Bin |Pin()| fir z=—co auf 


2=e 


S gegen + co und da nach (9) 
-—.. oo ve 
RO, (2) > “5 > Binal Pin(2) 5*) 


so strebt O(2) auf S fiir z—» c© gegen Unendlich. 

10. Zwei ins Unendliche fiihrende Wege, die von einem Punkte aus- 
gehen und sonst keinen Punkt gemein haben, bezeichnen wir beziiglich 
der ganzen Funktion f(z) mit Riicksicht auf die Riemannsche Fliche der 
Umkehrungsfunktion als dguivalent, bzw. als topologisch gleichwerlig, wenn 
f(z) auf ihnen, sowie auf jedem der zwischen ihnen liegenden Wege fiir 

> oo gegen denselben Grenzwert strebt, d. h. also wenn /(z) in dem 
einen der durch die beiden Wege bestimmten Gebiete mit KinschiuB der 
Berandung fiir z—» oo gleichmiiBig gegen einen endlichen Grenzwert strebt, 
bzw. gleichmaBig gegen “Unendlich geht. 

Es seien nun 


Ss (do js ee J, eee) und So ( Jedr ee -j, ee +) 


die Strahlen, die zwei verschiedenen absolut konvergenten Darstellungen 
der Zahl A+B entsprechen. Sei etwa j, der erste Index, der von 
dem entsprechenden Index j, verschieden ist und zwar sei j, — 0, j/ = 1. 
Ich bilde mir dann zwei neue Strahlen in folgender Art: Es sei m > 
der erste Index, dem ein §,, entspricht, das der Menge (11) entnommen 
ist, d. h. eine reelle positive GréBe ist, wiihrend j, = 0. Hinen derartigen 
Index muB es geben, weil _>«, divergiert, wihrend die dem Strahle S, 
entsprechende Reihe der £8, konvergiert. Wir setzen jetzt h 


oa” 
he, 1 =Jm—1> *» = 1. Weiterhin setzen wir ,—1, wenn f, der Menge 
11) angehért, sonst h, = 0. So bilden wir S,(/,h,---h,---+) und ent- 
sprechend aus S, S,(h,h,’---h;---). Da, wenn wir eine bestimmte 


Reihenfolge bei der Umkreisung des Nullpunktes mit Zeichen < bezeichnen, 
die Beziehung gilt 


S, (Gods © * + jena dna’ * *Jma1 %5mai'*’) , 
< Ss Gods °° *5n—1 Gnas °° *dmns Liman’ **) 
< Sy(Godr © ** nna Lin na** dpe 19 Gp ga?) 
< S,( Jods ++ * Inna Lin 41°° Ips 1 P a vos), 


so liegt S,; in dem. einen, S, in dem andern der beiden durch S, und 8S, 
bestimmten Gebiete. Betrachten wir jetzt die S, entsprechende Summe 


* 


KR f(z) bedeutet don reellen Bestandteil von f(z). ‘Tritt in der Summe gq, (2) 
auf, so gilt obige Beziehung mdglicherweise erst von einem bestimmten ¢ ab 
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Z>Bi.; in die alle und nur die £;, aufgenommen sind, fiir die der i,” Index 
in S, gleich 1 ist. Da nur endlich viele dieser unendlich vielen #;, den 
Mengen (12), (13), (14) angehdren, hingegen alle Elemente der Menge (11) 
mit Ausnahme von endlich vielen (héchstens m) in der Summe vorkommen, 
so ist die Summe divergent und die SchluBweise von 9. zeigt uns, daB 
®(z) auf S, und ebenso auf S, fiir z—» co gegen Unendlich geht. Daher 
sind S, und S, und infolgedessen je awei der Halbstrahlen, die verschiedenen 
absolut konvergenten Darstellungen von A + iB entsprechen, topologisch nicht 
gleichwertig. Solcher Darstellungen gibt es aber eine Menge von der Miichtig- 
keit des Kontinuwms. 


11.. Seien sodann Psy B;, und > Bis zwei eigentlich divergente 
Reihen, deren Glieder der Menge (11) entnommen sind. Es sei nun N 


der erste Index in beiden Reihen, so daB iy+iy und zwar sei iy > is. 
Ich bilde dann die endlichen Summen 


y y 
Sip . und >" Big: 


Die diesen vier unendlichen. bzw. endlichen Summen entsprechenden 
Strahlen S,, S,, S,, S, stehen wieder in der Beziehung 


8,<8,<5,< 5, <8, 


d.h. S,, S, werden durch S,; und S, vollig getrennt und da auf S, (2) 
N ; 


N 
fiir z—»> co gegen S B:,, auf S, gegen >” Br, strebt, so sind S,, 8, 


topologisch nicht gleichwertig und es gibt daher eine Menge topologisch 
nicht gleichwertiger Wege von der Miichtigkeit des Kontinuums, auf denen 
D(z) fiir z—» ~ gegen Unendlich geht. 





